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Resumen

En este trabajo desarrollamos nuevas herramientas del Algebra Homolégica, las llamadas
funciones de Igusa-Todorov (que notaremos ¢, 1), y estudiamos la ¢-dimensién y la -
dimensién de estructuras algebraicas en diversos contextos (dlgebras de Artin, codlgebras
semiperfectas, etc).

Después de un primer capitulo con los preliminares necesarios para la comprension del
resto de la tesis, nos dedicamos en el segundo capitulo a desarrollar resultados generales de
las funciones de Igusa-Todorov, los cuales son el soporte de resultados en contextos particu-
lares que apareceran en los capitulos siguientes.

En el capitulo 3 introducimos el concepto de eslabén, que aparece lateralmente en al-
gunos trabajos del area pero sin ser considerado como objeto central de estudio. Utilizando
la caracterizacién para la funcién ¢ que aparece en [FLM] y otras herramientas veremos en
este capitulo condiciones para que la dimensién finitista sea finita y sea estrictamente menor
que la ¢-dimensién dependiendo que los eslabones no sean todos simples.

En el capitulo 4 trabajamos con las funciones de Igusa-Todorov para las algebras de rad-
ical cuadrado nulo. Si A es un dlgebra de radical cuadrado nulo, probamos que ¢ dim(A) < n
y ¥ dim(A) < 2n — 3, siendo n = |Ky(A)|. Ademds describimos completamente el carcaj de
las dlgebras con una cantidad fija de vértices cuando 1) dim(A) = 2n—3 y también brindamos
condiciones necesarias sobre el carcaj para que ¢ dim(A) = n. Vemos como aplicacién de los
resultados obtenidos que ¢ dim(A) = ¢ dim(A°P), para este tipo de dlgebras.

Para un algebra n-Gorenstein A, se prueba en el capitulo 5, ¢ dim(A) = ¢ dim(A4) = n.
Como consecuencia del resultado anterior tenemos las siguientes igualdades: ¢ dim(A4) =
¢ dim(AP), 1p dim(A) = 1 dim(A°P) y obtenemos aplicaciones interesantes de estos resulta-
dos a la familia de dlgebras inclinadas de conglomerado y a la familia de algebras gentiles.

De manera similar a la forma que lo hacemos para las dlgebras de Artin, en el capitulo
6 introducimos la funcién de Igusa-Todorov (que notaremos ¢) y la nocién de p-dimensién
para las codlgebras semiperfectas. Para una codlgebra semiperfecta C' probamos que la -
dimension caracteriza a las coalgebras quasi-co-Frobenius, esto es, C' es qcF si y solamente
si pdim(C) = 0.

Finalmente en el capitulo 7 trabajamos con la funcion ¢ en dlgebras que son extensiones
por escalares por un algebra de caminos. Se verd, entre otras cosas, que la ¢-dimensién au-
menta al menos por 1 cuando realizamos la extensién.



Abstract

In this thesis we develope new tools in Homological Algebra, which we call Igusa-Todorov
(¢ and 9) functions. We also study the ¢-dimension and )-dimension in several contexts
(Artin algebras, semiperfect coalgebras, etc).

After chapter 1, where we include preliminary data, we develope in the second chapter
general results for the Igusa-Todorov functions. We include some new and some known re-
sults to give a complete prospect of the situation.

Through the third chapter we introduce the concept of a link module. Using the character-
ization for the ¢ function given in [FLM] and some other tools we give a condition of finiteness
for fin dim(A) and prove that if not all link modules are simple then fin dim(A4) < ¢ dim(A),
foran Artin algebra A.

In chapter 4 we work with radical square zero algebras. If A is a radical square zero alge-
bra, we prove that ¢ dim(A) < n and ¥ dim(A) < 2n — 3 with n = |Ky(A)|. For an algebra
A with ¢pdim(A) = 2n — 3 we describe completely its quiver. We also give some necessary
conditions for a radical square algebra A have ¢ dim(A) = n. As an application of previous
results we get that ¢ dim(A) = ¢ dim(A°P), for radical square zero algebras.

We proof, in chapter 5, that an n-Gorenstein algebra verifies ¢ dim(A) = ) dim(A) = n.
Following the above result we obtain ¢ dim(A) = ¢ dim(A), »dim(A) = 1 dim(A°?) and
get interesting applications to the families of Cluster tilted algebras and Gentle algebras.

In a similar way that is defined for Artin algebras, in chapter 6 we introduce the Igusa-
Todorov function (¢) and the ¢-dimension for semiperfect coalgebras. If C' is a semiperfect
coalgebra we prove that C' is quasi-co-Frobenius if and only if ¢ dim(C) = 0.

Finally, in chapter 7, we work with the ¢ function for scalar extension path algebras.
We prove that if AQ is a scalar extension of k() by a finite dimensional algebra A, then
¢dim(AQ) > ¢dim A + 1.



Introduccion

Podemos considerar como comienzo del Algebra Homologica, el trabajo “Uber die Theo-
rie der algebraischen Formen” publicado por D. Hilbert en 1890. En este trabajo se introduce
el concepto de sizigia de un médulo como lo conocemos actualmente, y se prueba el Teorema
de las Sizigias que afirma lo siguiente referente a la dimension global (ver la Definicién 1.1.8):

Teorema (Hilbert) Si k es un cuerpo, entonces gl dim(k[X7,..., X,]) =n.

Luego de la introduccion de la Teoria de Categorias por Eilenberg y Mac Lane en “Gen-
eral theory of natural equivalence” por el aflo 1945, el crecimiento del drea ha sido acelerado
vy no se ha detenido desde entonces.

Una direccién que ha tomado el crecimiento del Algebra Homoldgica, lo que motiva su
estudio, es su interaccién con otras areas de la matematica. Podemos citar por ejemplo la
interaccién con la Geometria Algebraica. Un teorema conocido en este sentido es el Teorema
de Auslander-Buchsbaum-Serre que detallamos a continuacién:

Teorema (Auslander-Buchsbaum-Serre, 1956) Sea V' una variedad algebraica afin sobre
un cuerpo algebraicamente cerrado k con anillo de coordenadas k[V], entonces la dimensién
global de k[V] es finita si y solamente si V' es suave. En el caso que la dimensién global sea
finita, se tiene ademéds que: gl dim(k[V]) = dim V.

Otro ejemplo de interaccidn es el reciente trabajo de Manolescu (ver [M]), donde prueba
que la conjetura de triangulacién, formulada por Knesser en 1924 (toda variedad topologi-
ca de dimensién n es homeomorfa a un complejo simplicial), es falsa para variedades de
dimensiéon mayor o igual a 4, a pesar de que para las dimensiones menores a 4 ya habia
sido probada. Para dicha prueba se valié de herramientas homolégicas, mas precisamente la
Homologia de Seiberg-Witten Floer.

A la hora de conocer propiedades homolégicas de las dlgebras, en algunos casos, donde
la dimensién global no representa una herramienta muy fina (algebras con dimensién global
infinita), aparecen otras medidas homoldgicas: las dimensiones finitistas (fin dim y Fin dim).
Se definen fin dim(A4) = sup{dp(M) : dp(M) < oo con M € modA} y Fin dim(A4) =
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sup{dp(M) : dp(M) < oo con M € ModA}. Estas dimensiones vienen acompanadas con las
conjeturas finitistas mencionadas por primera vez por H. Bass en su trabajo “Finitistic
dimension and a homological generalization of semi-primary rings” (1960) ([B]), que men-
cionamos a continuacién.

Conjeturas (Bass)

1. Si A es un élgebra de Artin, entonces fin dim(A) = Fin dim(A).

2. Si A es un algebra de Artin, entoces fin dim(A4) < oo (pequena conjetura finitista).

En el caso de la primera conjetura, Bass da una prueba parcial en el citado trabajo.

Teorema (Bass, 1960) Si R es un anillo, son equivalentes:
1. Fin dim(A) = 0.
2. R es perfecto a izquierda y fin dim(A) = 0.

Finalmente, en el ano 1992, B. Huisgen-Zimmermann encontré ejemplos de algebras
monomiales que no cumplen la primera conjetura ([Hui]). En el caso de la segunda con-
jetura, hasta la actualidad, solo se ha podido probar en muiltiples casos parciales.

Dichas conjeturas, aparte del interés que representan por si mismas, estan relacionadas
con otras conjeturas en Algebra Homoldgica. Por ejemplo, de ser cierta la pequena conjetura
finitista, implicaria que también serian ciertas la Conjetura de Simetria de Gorenstein
(si la dimensién inyectiva de 4 A es finita entonces la dimensién inyectiva de A4 también lo
es, ver [AR1] y [AR2]) o la Conjetura del Complemento de Inclinantes (todo médulo
casi inclinante tiene una cantidad finita de complementos inclinantes indescomponibles no
isomorfos, ver [H]).

En el ano 2005, fueron introducidas las funciones de Igusa-Todorov en “On finitistic
global dimension conjecture for artin algebras” ([IT]), con el objetivo de probar la conjetura
finitista. En este trabajo se concluye que para una gran familia de algebras de Artin (Alge—
bras con rep dim < 3) se verifica la conjetura finitista. Més recientemente, se vi6 en el trabajo
[HuL], que estas funciones tienen la capacidad de caracterizar a las dlgebras autoinyectivas,
lo que gener6 un nuevo interés en la profundizacién de su estudio.

En esta tesis estudiamos las funciones ¢ y ¢ de Igusa-Todorov en dos distintos contextos,
como lo son las algebras de Artin y las codlgebras Semiperfectas.

Comenzamos en el capitulo 1 dando los conceptos preliminares, algunos muy conocidos,
para poder entender el trabajo.



En el capitulo 2 estudiamos las caracteristicas de las funciones de Igusa-Todorov, de la
¢-dimensién y la ¢-dimension en dlgebras de Artin en general. Aqui vemos las propiedades
ya conocidas que aparecen en [IT], en [HuLM] y en [HuL], y algunas nuevas.

En [FLM] se introduce una forma equivalente para definir la funcién ¢ de Igusa-Todorov
mediante los bifuntores Ext y Tor. Utilizando dicha equivalencia y otras herramientas, ve-
mos en el capitulo 3, condiciones para que la fin dim sea finita y sea menor estricta a la
¢-dimensién.

En el capitulo 4 trabajamos con las funciones de Igusa-Todorov para las algebras de
radical cuadrado nulo. Describimos la forma del carcaj de este tipo de algebras para que
la ¢-dimensién y i-dimensién alcancen su méximo (una vez fijada la cantidad de vértices
del carcaj). En el caso de la ¢-dimensién se presentan condiciones necesarias para alcanzar
dicho méximo y exhibimos un ejemplo de una familia infinita de algebras donde se alcanza
el mismo. Se ve también que las algebras de radical cuadrado nulo representan un primer
ejemplo donde coinciden la ¢-dimension a izquierda y a derecha. En el caso de la y-dimensién
describimos completamente cudles son los carcajes de las algebras donde se alcanza el maxi-
mo.

Para las algebras n-Gorenstein (con n minimo), se ve en el capitulo 5, que la ¢-dimensién
y la ¥-dimensién coinciden y dan exactamente n. Como consecuencia del resultado anterior,
tenemos que, al igual que en las algebras de radical cuadrado nulo, en estas algebras coinci-
den la ¢-dimensién a izquierda y a derecha. Un ejemplo importante dentro de las algebras
1-Gorenstein son las dlgebras Inclinadas de Conglomerado, como consecuencia del resultado
principal éstas tienen ¢-dimension igual a 0 (solamente el caso de las dlgebras autoinyecti-
vas) o 1. Otro ejemplo conocido de algebras Gorenstein es el caso de las dlgebras Gentiles,
en estas se ve que la ¢-dimensién depende de la longitud de paseos criticos que empiezan en
una flecha gentil (ver apéndice).

De manera similar a la forma que lo hacemos para las dlgebras de Artin, en el capitulo
6 definimos las funciones de Igusa-Todorov para las codlgebras semiperfectas. Alli también
vemos que la ¢-dimension describe a las codlgebras quasi-co-Frobenius.

Finalmente en el capitulo 7 trabajamos con la funcién ¢ en dlgebras que son extensiones
por escalares por un algebra de caminos. Se verd, entre otras cosas, que la ¢-dimension au-
menta al menos por 1 cuando realizamos la extension.
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Capitulo 1

Preliminares

En este trabajo A siempre va a representar un anillo con unidad, en la mayoria de los
casos un algebra de Artin y C' representara una codlgebra semiperfecta sobre un cuerpo k.

NOTACION 1.0.1. Denotamos con:

s ModA a la categoria de mddulos a derecha sobre A y modA la subcategoria plena de
ModA determinada por los mddulos que son finitamente generados.

= ModAP a la categoria de mddulos a izquierda sobre A y modA°P la subcategoria plena
de ModA°P determinada por los mddulos que son finitamente generados.

1.1. Dimensiones Homoldgicas

DEFINICION 1.1.1. Sea C una categoria abeliana con cubrimientos proyectivos mini-
males. Definimos la sizigia k-ésima con k € N de un objeto M (que notaremos Q¥(M)) al
objeto que hace exacta la siguiente sucesion:

7 Pk_l Jr—1 . P]_ fi PO €

00— QF(M) M 0

siendo la siguiente sucesion exacta una resolucion proyectiva minimal:

- Py & Pk—lfkfl P, L Py —

M 0

DEFINICION 1.1.2. Sea C una categoria abeliana con envolventes inyectivas minimales.
Definimos la sizigia —k-ésima con k € N de un objeto M (que notaremos Q~F(M)) al
objeto que hace exacta la siguiente sucesion:

i Fre
0 M Iy LI Ip o =14 Qk(M)—0

stendo la siguiente sucesion exacta una resolucion inyectiva minimal:

11
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0 M—">1, L L I i Iy i

DEFINICION 1.1.3. Sea C una categoria abeliana con suficientes proyectivos. Definimos
la dimension proyectiva de un objeto M de C como el minimo k tal que existe una reso-
lucion proyectiva:

OHPkHPk—l P1 Po M 0

0 en caso contrario decimos que la dimension proyectiva es infinita.

DEFINICION 1.1.4. Sea C una categoria abeliana con suficientes inyectivos. Definimos la
dimension inyectiva de un objeto M de C como el minimo k tal que existe una resolucion
myectiva:

0 M Iy I I I, 0

0 en caso contrario decimos que la dimension inyectiva es infinita.

NOTACION 1.1.5. Denotaremos con dpM la dimension proyectiva de M y con diM la
dimension inyectiva de M.

Motivados en las definiciones anteriores tenemos los siguientes ejemplos:

EJEMPLO 1.1.6. Ejemplos de categorias abelianas con suficientes proyectivos son:

1. ModA, ModA°P
2. modA, modA°P
por lo tanto se puede definir la dimension proyectiva de sus objetos.

El siguiente resultado nos muestra que las sizigias no dependen de las resoluciones proyec-
tivas.

LEMA 1.1.7. (Schanuel)([R] Chapter 3.5)
Sea C una categoria abeliana. Consideremos las siguientes sucesiones exactas cortas en
la categoria C:

0 K P M 0 Y 0 K’ P’ M’ 0,

entonces K ® PP =~ K' & P.

DEFINICION 1.1.8. Sea C una categoria abeliana con suficientes proyectivos:
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1. Definimos la dimension global de C como:

gl dim(C) = sup{dp(M) tal que M estd en Ob(C)}

2. Definimos la dimension finitista de C como:

fin dim(C) = sup{dp(M) tal que M estd en Ob(C) y dp(M) < oo}

NOTACION 1.1.9. Si A es un anillo entonces denotamos con:

s Denotamos a la dimension global a derecha de A con gl dim(A) = gl dim(mod(A))

» Denotamos a la dimension finitista a derecha de A con fin dim(A) = fin dim(mod(A))

1.1.1. Funtores derivados

Sean R un anillo, A y B dos R-algebras y F' : modA — modB un funtor covariante
R-lineal. Para un médulo M, sea

dj, dk—1 d1

- Py Pi_q P

Py M 0

una resolucion proyectiva de M. Aplicando el funtor F' al complejo de cadenas:

di—
(Pyv)e = -+ By S P 2 P2 p 0,
obtenemos el siguiente complejo de cadenas:
Fd dr— Fd
F(Py)s = -+ F(Pp) —> F(p,q,lf’“ﬁ1 oo ——>F(P)) —> F(Py)) —=0

Definimos el n-ésimo funtor derivado a la izquierda F}, donde 7 indica a izquierda,
para F' en un modulo M como:

Fi(M) = Hy(F((Pyr).)) = Ker(Fdy)/Im(Fdy1)

Dado ahora un mapa de A-mdédulos f : M — M’, y dadas resoluciones proyectivas (Pyy ).
y (Ppr)« de My M’ respectivamente, tenemos que existe el siguiente diagrama conmutativo
con filas exactas (ver [As| Chapitre IX.2):

d dp— d
PPy kol P -2 PR M 0
J/fk J/fk1 ifl lfo J{f
dy,_
R R
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aplicando el funtor F' al diagrama anterior tenemos el siguiente diagrama conmutativo donde
las filas son complejos de cadenas:

de de—l Fd1

J/ka lkal iFﬁ iFfo
Fdy,_
orp D ppr PR P PR

Definimos finalmente F! f : Fi (M) — F(M') como el morfismo inducido por Ff, en la
homologia: F}!. f (2, + Im(Fdp41)) = F fn(2n) + Im(Fd,, ) donde z, € Ker(Fdy,).

Se define para F' : modA — modB covariante R-lineal los funtores derivados a derecha,
utilizando las resoluciones inyectivas en lugar de las proyectivas, y denotaremos con F? al
n-ésimo funtor derivado de F'. Para F : modA — modB contravariante, definimos andloga-
mente el n-ésimo funtor derivado y denotaremos con FZ.

OBSERVACION 1.1.10. (/R] Chapter 6.2)
La nocion de funtor derivado no depende de las resoluciones proyectivas o inyectivas de
los modulos y por lo tanto estd bien definida.

TEOREMA 1.1.11. (/R] Chapter 6.2) Sea 0 M’ M M" 0 una suce-
sion exacta corta de A-mddulos y F' : modA — modB un funtor R-lineal covariante, en-
tonces:

1. existe una sucesion exacta larga:

= F(M) ——= F (M) —— F(M") —= F, (M) — -

s By (M) —— F(M) — F(M")

con todos los morfismos funtoriales.

2. existe una sucesion exacta larga:

0 —— F{(M') — F{(M) — F(M") ...

= M) > FY(M) = FIM") —— Fly (') — -

con todos los morfismos funtoriales.
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TEOREMA 1.1.12. ([R] Chapter 6.2) Sea 0 M’ M M 0 una suce-

sion ezxacta corta de A-mdédulos y F : modA — modB un funtor R-lineal contravariante,

entonces existe una sucesion exacta:

0—— F{(M") — F{(M) — F(M')...

-+ F(M") — FA(M) ——= F{(M') ——= Fiy (M) — -+
con los morfismos funtoriales.

Para el caso de los funtores derivados que utilizaremos en este trabajo tenemos las si-
guientes notaciones.
NOTACION 1.1.13. Denotaremos con:
1. E™(M,-) al funtor derivado a derecha del funtor covariante Hom 4 (M, -).
2. En(+,N) al funtor derivado a derecha del funtor contravariante Homy(-, N).
3. T™(M,-) al funtor derivado a izquierda de funtor covariante M & ().
4. Tp(-,N) al funtor derivado a izquierda de funtor covariante (-) ® N.

LEMA 1.1.14. ([As] Chapitre IX.3 y Chapitre IX.4) Para todo A-mddulo M tenemos los
siguientes isomorfismos funtoriales:

1. E°(M,-) = Homu(M, ).
2. Eo(-,N) = Homy(-, N).
3 TOM, ) =M ().

4. To(wN) = (-)® N.

TEOREMA 1.1.15. ([As] Chapitre IX.3 y Chapitre IX.4)
Dados dos A-mdédulos M y N tenemos los siguientes isomorfismos funtoriales paran > 0:

1. E"(M,N) = E,(M,N).
2. T"(M,N)=T,(M,N).
El teorema anterior justifica las siguientes notaciones.

NOTACION 1.1.16. Si A es un anillo y M y N son dos A-mddulos denotamos con:

1. Ext”(M,N) = E"(M,N) = E,(M,N) y
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2. TorA(M,N) = T"(M,N) = T, (M, N).

LEMA 1.1.17. (Lema de Décalage)([As] Chapitre IX.3)
Dados dos A-mddulos M y N tenemos los siguientes isomorfismos funtoriales:

1. Ext™ (M, N) = Ext’y (M, Q7 }(N)) = ... = Extl (M, Q™(N)).

2. Ext™ (M, N) = Ext} (UM), N) = ... = Extl (Q"(M), (N)).

1.2. Resultados en anillos noetherianos

En esta seccién formulamos los resultados en anillos noetherianos que utilizaremos maés
adelante. Comenzamos con una versién del lema de Fitting, cuya prueba agregamos a con-
tinuaciéon para mayor claridad.

LEMA 1.2.1. (Lema de Fitting)
Sean M un mddulo sobre un anillo noetheriano A, f: M — M un endomorfismo de M
y X un submddulo de M finitamente generado, entonces:

1. Hay un entero n tal que, para todo m >n, f: f™(X) — f™tY(X) es un isomorfismo.
Sea 1n¢(X) el minimo valor de n.

2. SiY es un submodulo de X entonces ny(Y) < ny(X).
3. Si A es un dlgebra de Artin y X = M existe una descomposicion X =Y & Z tal que

Z=Kerf™ eY =Imf™ para todo m > ny(X). Ademds, en dicha descomposicion, el
endomorfismo f:Y & Z — Y @ Z puede ser visto como la siguiente matriz:

< fir 0 )
0 fao)’
donde f11:Y =Y es un isomorfismo y foo : Z — Z es nilpotente.

Demostracion:

1. Como f es sobreyectiva sobre su imagen, para todo ¢ € N tenemos una sucesién exacta
corta:

& 0 Ui x L pix)y—~o,

Dado ¢ € N podemos construir el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas:
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€ 0 Ui X fi(X)——0
iuz' ll lf
fi+1 .
€it1 0 Uit X fH(X)—0

donde claramente los u; son monomorfismos. Por lo anterior tenemos definida una
sucesion de inclusiones Uy C Uy C ... C U; C ... € X y como X es un médulo
noetheriano existe un n tal que

Un: n+tl — .- = Unt+k — -

para todo k € N. Para todo natural m mayor que n se tiene, usando los diagramas
vistos arriba y el lema de los 5, que f : f™(X) — f™!(X) es un isomorfismo.

2. Dado Y un submédulo de X claramente si f : f*(X) — f**!(X) es un isomorfismo e

Y es un submédulo de X entonces f: f*(Y) — f1(Y) también lo es.

. Consideremos m > n¢(X), probemos en este caso que X = Imf™ @ Ker f™.

Afirmacién: Imf™ N Ker f™ = {0}.

Supongamos que existe z € Imf™ N Kerf™ no nulo. Como x € Kerf™ se tiene
que f™(x) = 0. Por otro lado como = € Imf™ existe un elemento no nulo y € X
tal que f™(y) = x, por lo tanto f2™(y) # 0 porque f restricto a Imf™ es un iso-
morfismo, pero f2™(y) = f™(x) = 0, lo que es absurdo. Finalmente deducimos que
Imf™ N Kerf™ = {0}.

Afirmacién: Existe m € N tal que Imf™ = Imf™* y Kerf™ = Ker f™* para todo
keN.

Como X es un médulo artiniano, existe m € N tal que Imf™ = Imf™* para todo
k € N. Supongamos que existe x € Ker ™! — Kerf™ no nulo. Esto quiere decir que
f™(x) # 0y f™r1(z) = 0. El elemento f™(x) pertenece a Imf™,y f restricta a Im f™
es un isomorfismo, por lo tanto f(f"(x)) # 0 lo que es absurdo.

Afirmacion X = Imf™ + Kerf™.

Sea x € X, por la afirmacién anterior podemos consideremos y € X tal que f?™(y) =
f™(x). Como f™(x— f™(y)) = f™(z) — f>(y) = 0 entonces z — f™(y) € Kerf™, de
lo que finalmente se deduce que X = Imf™ + Ker f™.
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Como f(Imf™) = Imfm™ C Imf™ y f(Kerf™) C Kerf™ entonces claramente
podemos ver a f como la matriz:
( fir 0 >
0 Jfa

siendo fi1 = flimsm ¥ fo2 = flkerfm, claramente fi; es un isomorfismo. Dado x €
Kerf™ se tiene que f35(x) = 0 por lo tanto fa2 es nilpotente. [J

1.3. Resultados en algebras de Artin

En los siguientes teoremas R denotara un anillo conmutativo con unidad. Dichos teoremas
relacionan los funtores Ext y Tor.

TEOREMA 1.3.1. ([As] Chapitre IX.4) Sean A una R-dlgebra noetheriana, B una R-
dlgebra, L4 un mddulo finitamente generado, pMa un bimddulo e gl un mddulo inyectivo.
Para todo n > 0 tenemos los siguientes isomorfismo funtoriales:

Tor (L, Homp(M, I)) — Homp(Ext’y(L, M), I)

DEFINICION 1.3.2. A partir de ahora A indicard un dlgebra de Artin.
Definimos el radical de un modulo M como la interseccion de todos los submdodulos maxi-
males de M, y lo denotamos con radM . Inductivamente definimos rad®M = rad(rad™ *M).

TEOREMA 1.3.3. ([ARS] Chapter I1.3)
Toda R-dlgebra de Artin A es un anillo con dualidad D 4, donde Dao(M) = Homp(M, IR)
elp= IO(WIER), donde Io(%) es la envolvente inyectiva del R-mddulo WIER)'

COROLARIO 1.3.4. ([As] Chapitre IX.4) Sean A una R-dlgebra de Artin, Ly y Ma
modulos finitamente generados. Para todo n > 0 tenemos los siguientes isomorfismos funto-
riales:

Tor(L, D(M)) — D(Ext’y(L, M))
La nocién dual al radical es la siguiente:

DEFINICION 1.3.5. Definimos el zécalo de un mddulo M como la suma de todos los
submddulos simples de M vy lo denotamos socM. Inductivamente definimos soc'M de la

siguiente forma: Si tenemos definido soc'' M y consideramos p;_1 : M — ﬁ definimos

iy -1 M
soc'M = p; ) (soc—=137)-

DEFINICION 1.3.6. Para un A-médulo finitamente generado consideramos la sucesion:

M D radM D rad’*M ... D rad'M ... D rad™M = 0.
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Dicha sucesion es llamada sucesion radical de M o sucesion de Loewy descendente
de M. El minimo m tal que rad™M = {0} se llama longitud de la sucesién radical y se
denota con lr(M).

Dualmente tenemos la siguiente definicién:

DEFINICION 1.3.7. Para un A-médulo finitamente generado consideramos la sucesion:

0 C socM C soc?M ... C soc*!M ... C soc™M = M.

Dicha sucesion es llamada sucesion de zdcalos de M o sucesion de Loewy ascen-
dente de M. El minimo m tal que soc"M = M se llama longitud de la sucesion de
zdcalos y se denota con lz(M).

PROPOSICION 1.3.8. ([ARS] Chapter I1.5) Para todo A-médulo M se tiene que lr(M) =
1z2(M).

DEFINICION 1.3.9. La longitud de Loewy de un médulo M es el valor comain de 1z(M)
y lr(M) y la denotaremos con ll(M).
1.3.1. Algebras de caminos

Un grafo orientado o carcaj es una cuaterna @ = (Qo, @1, s,t) donde Qg (vértices)
y @1 (flechas) son conjuntos y s,t: Q1 — (o son funciones tales que s define el comienzo
de una flecha y ¢ su final. Denotaremos con @), al conjunto de flechas de @) que comienzan
en a y finalizan en b.

Un camino p de largo [ > 1 con comienzo a y final b en ) es una sucesién

p=(blag,c1-1,..., a2, 1]a),

donde a € Q1 para todo 1 < k < I, s(a1) = a, t(ag) = s(agy1), paratodo 1 < k <ly
t(ay) = b. Decimos que p comienza en a y finaliza en b. Si un camino de largo [ > 1 tiene el
mismo comienzo y final entonces diremos que es un ciclo.

Para cada vértice a en )y definimos e, un camino de largo 0 llamado el camino trivial
en a. Denotaremos con (al|a) a dicho camino.

Diremos que el vértice a es un pozo (fuente) si para cada a € Q1 s(a) # a (t(a) # a).

Se dird que v es un subcamino de yu si v = (t(ag)|ag, ..., qils(a;)) vy p= (blay, ..., a1la)
donde 1 <7 < k < [. Si v es un subcamino de p entonces lo notaremos v < u. Si ademas
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1 # v entonces lo notaremos v < pu.

Denotaremos P(a, —) el conjunto de los caminos de () que comienzan en a, P(—,b) el
conjunto de los caminos que finalizan en b, P(a,b) el conjunto de caminos que comienzan
en a y finalizan en b, P el conjunto de todos los caminos de @ y PZ* al subconjunto de P
formado por los caminos de longitud mayor o igual a & € N.

Definimos k@ como el espacio vectorial con base todos los caminos de (). Andlogamente
definimos kP(a, —) como el espacio vectorial de base P(a,—), kP(—,b) el espacio vectorial
cuya base es P(—,b) y kP(a,b) el espacio vectorial de base P(a,b) .

Dados dos caminos p = (blay,...,a1la) y v = (d|Bk, ..., P1|c) se define el camino vpu
como:
i — (d|Bry -, P1,0q,...,a1]a), sib=c;
H 0, en otro caso.
Dado v € Qq:

= decimos que w € )y es un sucesor inmediato de v si existe a € ()1 que comienza
en vy termina en w. Lo denotaremos v — w. En este caso decimos que v € )y es un
antecesor inmediato de w.

= decimos que w € @y es un sucesor de v si hay un camino en ) que comienza en
v y termina en w. Lo denotaremos v ~~ w. En este caso decimos que v € @y es un
antecesor de w.

Definiendo el producto de v y 1 como el camino vu y suponiendo que los conjuntos Qg y
(1 son finitos tenemos que k(@ tiene estructura de k-dlgebra. Esta algebra recibe el nombre
de algebra de caminos.

Denotaremos con F el ideal generado por las flechas de @, o sea I = (P21).

Si consideramos el algebra k@), decimos que un ideal I es admisible si cumple que
F™ C I C F? para algin n € N. En este caso el ideal se puede generar por elementos de la
forma x =), a;u; tales que s(u;) = a 'y t(p;) = b para todo i. Dichos elementos los llamare-
mos relaciones(ver [ASS] Chapter I1.3.). Por més definiciones, propiedades y notaciones se
refiere a [ASS] (Chapter II y Chapter III).

Denotaremos con Repy (@, I) a la categoria de representaciones sobre @ acotadas por el
ideal I y rep,(Q, I) la subcategoria plena de representaciones sobre ) acotadas por el ideal
I de dimensién finita (ver [ASS] Chapter II.1).
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TEOREMA 1.3.10. [ASS] Chapter I1.3) Sea A = @, donde Q) es un carcaj finito y conero,
e I un ideal admisible de kQ. Entonces existe una equivalencia k-lineal de categorias:
F : ModA — Repy(Q,7)

que se restringe a la equivalencia de categorias F': modA — repy(Q, I).
El siguiente resultado nos ayuda en el reconocimiento de ciertos modulos especiales:

PROPOSICION 1.3.11. ([ASS] Chapter II1.2) Sea A = %, entonces
1. Todo A-modulo simple es de la forma (S(a)p, Ta)bcQy.acq, Para algin a € Qo donde:

0, sib+#a,
.S(a)b:{k sibia'

= T, =0 para todo o € Q1.

2. Todo A-mdédulo proyectivo es de la forma (P(a)p, Ta)beQo,acQ, Para algin a € Qo
donde:

= Pla)p =k{v+ I} epap) ¥
» Ty : P(a)y — P(a). si s(a) = b y t(a) = ¢ estd definida por la multiplicacion a
izquierda por .

3. Todo A-mdédulo inyectivo es de la forma (I(a)y, Ta)bc@y,acq, Para algin a € Qo donde:

= I(a)y =k{v+ I} eppa) ¥
w Ty I(a)y — I(a). si s(a) =b y t(a) = ¢ estd definida por el dual de la multipli-
cacion a derecha por .

1.3.2. Anillos de matrices triangulares

Dados los anillos s y Ty M un S — T-bimddulo, construimos el anillo de matrices
triangulares A al conjunto de matrices:

{(3 T):ses,meMyteT}

con las operaciones de adicién y multiplicacién naturales de las matrices. En el caso de que
el anillo S sea un anillo de divisién decimos que A es la extension por un punto de T por
el bimédulo g M. Si ademas T es un algebra de caminos con relaciones, con carcaj () e ideal
admisible I, un dlgebra de caminos con relaciones A con carcaj @’ e ideal I’ es la extensién
por un punto de T, si:

= Q= Qo U {v} siendo v un nuevo vértice,
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» Q) =Q1U{ai,...,ar} siendo «; para todo i = 1,..., k flechas que salen de v,
y ademds I' = (I U {p1,...,pm}) donde p; son relaciones que empiezan en v para todo
i = 1...m. Para més definiciones y propiedades sobre anillos de matrices triangulares

refeimos a [ARS] (Chapter I11.2).

NOTACION 1.3.12. Dada un dlgebra T denotaremos con P(T') al conjunto de proyectivos
indescomponibles de T y con {Py ... P} al conjunto de proyectivos indescomponibles de A
que no son proyectivos sobre T.

OBSERVACION 1.3.13. ([ARS] Chapter II1.2)
s m

Si T es un dlgebra y A = 0 ¢

tseS, meMyte T} un anillo de matrices
triangulares.
» Es conocida la inclusion de categorias modT C modA y P(A) =P(T)U{P;...P}.

s Toda resolucion proyectiva de un T-mddulo también es una resolucion proyectiva como
A-mddulo.

» En el caso que A sea la extension por un punto de T, es claro que Qx(modA) C modT
y que Qr(modT") C O (modA).

1.4. Coalgebras y comdédulos

DEFINICION 1.4.1. Una k-codlgebra es una terna (C,A,e) donde C es un k-espacio
vectorial y A : C — C R C, € : C — k son transformaciones k-lineales llamadas comultipli-
cacion y countdad respectivamente tales que:

» (A®10)A = (1c ® A)A (coasociatividad),
L] m(lc X S)A =1¢c = n(s X 10)A,
dondem : CRk — C yn : kQC — C son los isomorfismos canénicos. Las dos condiciones

anteriores pueden expresarse como la conmutatividad de los siguientes diagramas:

A 1o ¥

C ceC |, C c C C
T .
C®C?®>AC®C®C C®C?®8>C®k C®ka®c

DEFINICION 1.4.2. Sean (C,Ac,e¢) y (D,Ap,ep) dos k-codlgebras. Una transforma-
cion lineal f : C — D es un morfismo de k-codlgebras si:
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» Apf=(f®f)Ac
= cc=¢epf

Notar que las condiciones anteriores equivalen a la conmutatividad de los siguientes di-
agramas:

c—71 .p c—-p
Ik g%
C®C—>D®D k

fef

Ahora veremos algunos ejemplos de coalgebras.

EJEMPLO 1.4.3. Sik es un cuerpo entonces (k, A, &) es una codlgebra, siendo

= Atk > k®k el isomorfismo candnico y

m c:k — k la identidad en k.

EJEMPLO 1.4.4. Sea Q = (Qo,Q1,s,t) un carcaj. Definimos en kQ una estructura de
codlgebra que llamamos codlgebra de caminos. Sean A : 'k - k®k ye : k — k dos
transformaciones lineales definidas de la siguiente manera:

1. A

» Ale;) = e; ® e; para todo i € Qq
= A(p) =>2,,—,v@V con p camino de largo | > 1

» c(e;) =1 para todo i € Qo
w £(u) =0 con p camino de largo 1 > 1

Para que la codlgebra caminos k() sea semiperfecta es necesario y suficiente que para
cada v € g existan solo una cantidad finita de caminos que llegan a él.

DEFINICION 1.4.5. Sea (C, A, e) unak-codlgebra, un C-comddulo a derecha (izquier-
da) es un par (M, p) donde M es un espacio vectorial y p: M — M@ C (p: M — C @ M)
es una transformacion lineal, tales que

= (p®1lc)p=1u®@A)p ((le®p)p=(A®1m)p)
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s m(ly®e)p=1y (Mme® 1y)p=1p) siendom: M @k - M (n: k@ M — M) el
isomorfismo canonico.

Las condiciones de comodulo a derecha se expresan mediante los siguientes diagramas
conmutativos:

M P s MeC M—2%MeC
Pl \L1A{®A 1]\/I\L \L1M®€
MC—MeCoC M~<~—"-Mak
pPR1c

DEFINICION 1.4.6. Decimos que una codlgebra es semiperfecta a izquierda (derecha)
si todas las envolventes inyectivas de los comddulos simples a derecha (izquierda) son de
dimension finita.

DEFINICION 1.4.7. Si (M, par) y (N, pn) son dos C-comddulos a derecha (izquierda),
decimos que f: M — N es un morfismo de C-comddulos a derecha (izquierda) si

» (f@1lo)pm =pnf (e @ flpm = pNf)

La condicion de morfismo de comddulo a derecha se expresa mediante el siguiente dia-
grama conmutativo

M ! N
le/ iPN

Si existe g : N — M otro morfismo de C-comddulos a derecha tal que fg =1y ygf = 1y
decimos que f es un isomorfismo de comddulos a derecha (izquierda) y que N y M
son isomorfos como comddulos a derecha (izquierda) y lo denotamos N = M.

NOTACION 1.4.8. $i C es una codlgebra denotamos con:

= MC a la categoria de comddulos a derecha sobre C vy M(f es la subcategoria plena
determinada por los comddulos finitamente generados.

» “M a la categoria de comddulos a izquierda sobre C y C./\/lf es la subcategoria plena
determinada por los comddulos finitamente generados.

EJEMPLO 1.4.9. Ejemplos de categorias abelianas con suficientes inyectivos son:

1. M%, ‘M
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2. M?, “M;
por lo tanto se puede definir la dimension inyectiva de sus objetos.
TEOREMA 1.4.10. Teorema Fundamental de los Comddulos.([Sw])

Dado un C-comddulo a derecha (M, p), si m € M entonces existe un subcomdédulo N de
M con dimpy N < oo ym € N.

a partir del teorema anterior obtenemos los siguientes corolarios:

COROLARIO 1.4.11. Si M es un C-comddulo a derecha simple entonces dimy (M) < oo

COROLARIO 1.4.12. Si M es un C-comédulo a derecha finitamente generado entonces
dimk(M) < 00.

1.5. Teorema de Krull-Schmidt

TEOREMA 1.5.1. ([As] Chapitre VII.6)
Si M es un mddulo Artiniano y Noetheriano, entonces M suma directa de indescom-
ponibles y dicha descomposicion es unica a menos de isomorfismos.

Como consecuencia de las propiedades de las dlgebras de Artin tenemos el siguiente
corolario:

COROLARIO 1.5.2. Si M es un modulo finitamente generado sobre un dlgebra de Artin,
entonces M es suma directa de indescomponibles y dicha descomposicion es unica a menos
de isomorfismos.

OBSERVACION 1.5.3. 4 partir de ahora siempre que digamos que M = @leMili es la
descomposicion en indescomponibles de M implicard que M; 22 M; sii # j.

Una version mas general del Teorema 1.5.1 es la siguiente:

TEOREMA 1.5.4. (Krull-Remak-Schmidt-Azumaya)([P] Chapter 4.8)
Sean C una categoria de Grothendieck y A un objeto de C. Consideremos las siguientes
descomposiciones de el objeto A.

» A= ®icrA; con Home(A;, A;) anillos locales, y
» A= ®jcsB; con Bj indescomponibles,
entonces existe una biyeccion ¢ : I — J tal que para cada i tenemos que A; = By

Para ver la definicién de Categoria de Grothendieck, ver por ejemplo en [P] Chapter 4.7.
Ejemplos de estas categorias son: La categoria de médulos (a izquierda) sobre un anillo A
(ModA) o la categorfa de comédulos (a izquierda) sobre una codlgebra C' (M),
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Capitulo 2

Funciones de Igusa-Todorov

Ahora veremos las propiedades principales de las funciones de Igusa-Todorov para dlge-
bras de Artin. Denotaremos con A de ahora en mas a dichas algebras.

2.1. Funciones de Igusa-Todorov

En esta seccién se encuentran las propiedades ya conocidas de las funciones de Igusa-
Todorov. Exponemos algunas de las pruebas para beneficio del lector.

DEFINICION 2.1.1. Sea Ky el grupo abeliano libre generado por los simbolos |M| donde
M es un representante a menos de isomorfismo de un A-mdodulo finitamente generado a
derecha y las relaciones:

1. [M] —[M'] = [M"] siempre que M = M' & M".
2. |P] para cada P proyectivo.

NOTACION 2.1.2. Denotaremos con:

1. Q : Ko — Ko al morfismo de grupos inducido por Q (Q([M]) = [Q(M)]). Dicho
morfismo esta bien definido, dado que las sizigias de los mddulos estan definidas a
menos de proyectivos, por el Lema 1.1.7.

2. K; = Q(Ki_y) = ... = Q' (Ky).

3. Si M es un A-mddulo finitamente generado, entonces (addM) denota al grupo libre
generado por los sumandos indescomponibles de M que mo son proyectivos.

La siguiente observacién es clara:

OBSERVACION 2.1.3. Q(K;) C K; para i € N.

27
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DEFINICION 2.1.4. Definimos la funciéon ¢ de Igusa-Todorov (a derecha) para
M € modA como:

Gder (M) = min {l : mﬁ“s(addM) es un isomorfismo sobre la imagen para todo s € N} .
El minimo de la Definicién 2.1.4 existe debido a el Lema 1.2.1.

En caso de no haber confusiéon, denotaremos simplemente con ¢ a la funcion de Igusa-
Todorov. Andlogamente se define ¢;.4.

OBSERVACION 2.1.5. Las siguientes observaciones son claras:

1. Como Q\§k<addM> es un isomorfismo sobre la imagen si y solamente si es inyectiva,
entonces tenemos que:

¢(M) = min {l : ﬁ’ﬁ“S(addM) es un monomorfismo para todo s € N} .

2. Si tenemos que Q(M) € addM, entonces Q({addM)) C (addM).

3. Si tenemos que Q(M) € addM, entonces ﬁHm(addM ) es subgrupo de §l<addM ) para
todo m € N.

Las siguientes proposiciones se encuentran en [IT], en [HuLM] y en [HuL].

PROPOSICION 2.1.6. ([IT])
Sean M y N € modA.

1. Si M tiene dimension proyectiva finita entonces ¢p(M) = dp(M).

2. Si M tiene dimension proyectiva infinita y es indescomponible entonces ¢(M) = 0.
3. ¢(M) < (M @ N).

4. ¢(MF) = ¢(M) para cualquier k € N.

Demostracion:

1. Sea M = €B§:1Mili la descomposicién en indescomponibles de M, por lo tanto el con-
junto {[Mi],...,[M;]} es una base de (addM). Como dpM = k, para algun ig se tiene

que dpM;, = k. Por lo tanto ﬁk_l([MiO}) # 0, lo que implica que ﬁk_1(<addM>) # 0.
Ademas para todo i = 1,...,t se cumple ﬁk([Mz]) = 0, entonces ﬁk((addM» =0, por
lo que finalmente se obtiene ¢(M) = k.
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2. Dado que M es un médulo indescomponible, se tiene que rk(addM) = 1. Como ninguna
sizigia de M es proyectiva, ya que dpM = oo, esto implica que rkﬁk((addM )) =1, de
lo que se deduce que ¢(M) = 0.

3. Es claro usando la parte 2) del Lema 1.2.1 ya que el grupo (addM) es un subgrupo de
(add(M @ N)).

4. Es claro ya que (addM*) = (addM). O

PROPOSICION 2.1.7. ([HuLM])
Si M € modA, entonces ¢(M) < ¢(Q(M)) + 1.

Demostracion:

Como Q((addM)) es un subgrupo de (add2(M)) entonces usando la parte 2) del Lema

1.2.1 se tiene que 75(2((addM))) < ng((addQ(M))). Por otro lado se tiene que

1g(Q((addM))) + 1
ng((addM)) = § o

Ma(Q({addM)))

de donde luego se obtiene lo deseado. [

DEFINICION 2.1.8. Definimos la funcién ¢ de Igusa-Todorov (a derecha) para
M € modA como:

Vder (M) = ¢ger(M) + sup {dp(N) N @ N' = Q2D (M) y dp(N) < OO} :

En caso de no haber confusién, denotaremos simplemente con 3 a la funcién de Igusa-
Todorov. Analogamente se define ;.

PROPOSICION 2.1.9. (/IT])
Sean M y N € modA.

1. St M tiene dimension proyectiva finita entonces (M) = dp(M).
2. (M) <¢Pp(M @& N).
3. h(MF*) = (M) para cualquier k € N.

4. Si N es un sumando directo de Q"(M) donde n < ¢(M) y dp(N) < oo, entonces
dp(N) +n < $(M).
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Demostracion:
Las demostraciones de 1, 2 y 3 son similares a las vistas en la Proposicién 2.1.6.

Veamos 4: Como N es un sumando directo de Q™(M) se tiene que Q¢M)~="(N) es un
sumando directo de QM) (M). Ademés como dpN < oo se tiene que dpQ?M)—"(N) < oo.
Por lo tanto directamente por la definicién de (M) obtenemos la siguiente desigualdad:

$(M) + dpQ? M (N) < (M)
y finalmente ¢(N) + dp(N) — ¢(N) +n < p(M). O
La demostracién de la proposicién que sigue es similar a la de la Proposicién 2.1.7.

PROPOSICION 2.1.10. ([HuLM])
Si M € modA, entonces (M) < (Q(M)) + 1.

El siguiente teorema aparece originalmente en [IT], pero la demostracién que vamos a
incluir estd basada en la prueba dada en [LMS], debido a que nos parece de mayor claridad.

TEOREMA 2.1.11. ([IT], [LMS])
Sea 0 M’ M M 0 wuna sucesion exacta corta de A-modulos con
dpM" < oo, entonces

dpM" < (M’ & M) + 1.

Demostracion:

Sea r = dpM". Como dpM" < oo entonces ﬁl([M’]) = ﬁl([M]) para algin [ > 0. Sea
n = min{l : ﬁl([M’]) = ﬁl([M])} por lo tanto n < dpM" y como [M],[M’] € (add(M & M'))
tenemos que n < ¢(M @ M'). Las sizigias enésimas de nuestra sucesién exacta corta nos dan
una nueva sucesion exacta corta de la siguiente forma:

0—=XOP—>X®Q Q" (M") —=0

donde P y () son proyectivos y el mapa t estd dado por la siguiente matriz

t:<f 91>.
g2 g3

Aplicando el Lema 1.2.1 a f € End(X), tenemos la siguiente descomposicién del médulo
X =Y & Z y sabemos que el mapa f tiene una representacién matricial

_( fin O
f_( (1)1 a>

donde el mapa « es nilpotente y el mapa f1; es un isomorfismo.
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Dado M € modA, apliquemos el funtor Hom(-, M) a la sucesién exacta corta de las
sizigias enésimas y obtengamos la sucesién exacta larga que sigue:

Extk (X, M) LS Extk (X, M) _ %k Exthrl(Q”(M”)’ M)

Ve+1

ExtF1(X, M) — Ext*1(X, M)

Akt1
—_—

Extk+1 (Qn(Ml/)’ M)

o 0

donde =
w= (5
Observemos que fSj es nilpotente para todo k, ya que « lo es.

), Be = Extt(a, M), 0y = Ext®(fi, M) y Aes = Extt+(g, M).

Afirmacion: dpZ < oc.

Como Ext’ (Q*(M"), M) = 0 para todo j > r —n tenemos que -y, es un epimorfismo para
k> r—mn—1, por lo tanto 85 también es un epimorfismo para k > r —n — 1y como B es
nilpotente entonces Extk(Z, M) =0 para k >r —n — 1 para todo M € modA. Por lo tanto
la afirmacién es cierta.

Afirmacién: dpQ™(M") < dpZ + 1.

Asumamos que Ext®*T1(Q"(M"), M) # 0. Por lo tanto tenemos que oy # 0 0 A\gy1 # 0.

= Notemos que o # 0 implica que v, no es un epimorfismo, y tampoco lo es 8. Como
consecuencia llegamos a que Ext®(Z, M) # 0.

= Notemos que Ag11 # 0 implica que ;41 no es un monomorfismo, y tampoco lo es SBiy1.
Como consecuencia llegamos a que Ext*+1(Z, M) # 0.

Por lo tanto se concluye que Ext**1(Q*(M”), M) # 0 implica que Ext¥(Z, M) # 0 o
Extf1(Z, M) # 0. Por lo tanto la afirmacién es valida.

Ahora usando el hecho de que Z es sumando directo de Q"(M @& M'), que dpZ < co'y
que n < ¢(M & M) por la Proposicién 2.1.9 parte 4 tenemos que dpZ +n < p(M & M'). Por
lo que finalmente usando la tltima afirmacién deducimos que dpQY"(M") < (M & M') + 1.
U

2.2. ¢-dimension y y-dimension
DEFINICION 2.2.1. Definimos:

1. La ¢-dimension de un dlgebra A como ¢ dim(A) = sup{¢p(M) : M € modA}.
2. La ¢-dimension de un dlgebra A como 1 dim(A) = sup{y(M) : M € modA}.
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Estas nuevas dimensiones se relacionan de la siguiente manera con las dimensiones ho-
molodgicas conocidas:

OBSERVACION 2.2.2. A partir de la definicion tememos las siguientes desigualdades
entre dimensiones homoldgicas:

(fin dim(A4) < ¢dim(A) < ¢ dim(4) < gl dim(4) |

EJEMPLO 2.2.3. Consideremos nuevamente el dlgebra ’3—‘3 donde el carcaj @) es de la
siguiente forma:

i 2 n-1—=n

Como veremos en el Fjemplo 4.1.22, gbdim(lf]—%?) =n—1 y no hay mddulos con dimension
proyectiva finita que no sean proyectivos. Por lo tanto la primera desigualdad de 2.2.2 puede
ser estricta.

Consideremos ahora A el dlgebra de radical cuadrado nulo con el siguiente carcaj:
Q = Cl 2 3 e n

Como veremos en el Fjemplo 4.2.3 ¢ dim A =2n—3 y ¢dim A =n — 1. Por lo tanto la
sequnda y la tercera desigualdades de 2.2.2 pueden ser estrictas.

Se dice que un anillo artiniano a derecha es autoinyectivo a derecha si R visto como
R-médulo a derecha es inyectivo. El siguiente resultado de [Hul] caracteriza a dichos anillos.

TEOREMA 2.2.4. ([HuL]) Para un anillo artiniano R las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. ¢dim(R) = 0.
2. ¢ dim(R) = 0.
3. R es autoinyectivo a derecha.

Como concecuencia del resultado anterior se deduce el siguiente corolario para algebras
de Artin:

COROLARIO 2.2.5. ([HuL]) Si A es un dlgebra de Artin, A es autoinyectiva si y sola-
mente st pdim(A) = 0 si y solamente si ¢ dim(A) = 0.

La siguiente proposicion nos permite calcular la ¢-dimensiéon de un algebra.
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PROPOSICION 2.2.6. Si A es un dlgebra de Artin, entonces

¢dim(A) = min{l : Q|k, es un monomorfismo}.

Demostracion:

Si Q\KZ : K; — K11 no es inyectiva, entonces tenemos N1, Ny € modA tales que [N1]—[Ng] €
K; es no nulo y Q([N1] — [Na]) = 0. Sea M € modA tal que My, Ma € addM cumplen que
Q' ([M1] — [Ms]) = [Ny] — [No] (inclusive vélido para i = 0). Esto implica que ¢(M) > i + 1

ya que Q‘ﬁi“addM» no es un isomorfismo, por lo tanto ¢ dim(A) > i + 1. En particular se

tiene que ¢ dim(A) > méax{l : Q|k, no es inyectiva} + 1.

Si se tiene que Q|g, : K, — Kjp41 es inyectiva entonces §|Kh+j : Kpyj — Kpyj esinyectiva
para todo j > 0 (ver observacién 2.1.3). De esto se deduce que ¢ dim(A) < h y en particular
¢ dim(A) < min{l : Q|k, es inyectiva}.

Finalmente como méx{l : Q|g, no es inyectiva} + 1 = min{l : Q|x, es inyectiva}, se obtiene
la tesis. O

2.3. Subgrupos invariantes por sizigias

FEn esta seccion vamos a trabajar con médulos cuyos sumandos directos indescomponibles
de sus sizigias también son sumandos directos del mdédulo original. Estos médulos nos per-
mitiran calcular y aproximar, por ejemplo, los valores de la ¢-dimension y de la ¥-dimension
en las algebras de radical cuadrado nulo y de las algebras monomiales respectivamente.

PROPOSICION 2.3.1. Sea M € modA tal que Q(M) € addM, entonces

¢(M) = min {l : mﬁl(addM) es un monomorﬁsmo} .

Demostracion:

Sopongamos que ﬁlﬁz (addar) © inyectiva. Por la Observacion 2.1.5 tenemos para todo

)
m € N que ﬁHm(addM ) es subgrupo de §l<addM ) entonces ﬁ|§z+m

inyectiva para todo m € N. U

(addar) también es

COROLARIO 2.3.2. Sea M € modA tal que Q(M) € addM, entonces

, — —It1
o(M) = min {1 k@ aadan) = # O addan) |

Demostracion:
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=k+1

es inyectiva si y solo si rk (§k|<addM>) =rk <Q

Es claro ya que §|§’“<addM |(addM)> .

)
O

COROLARIO 2.3.3. Sea M € modA tal que Q(M) € addM. Si M = (®f_, M) @ (oPM)
es la descomposicion en indescomponibles de M donde los P; son los sumandos proyectivos,
entonces ¢(M) < k.

Demostracion:

El rango del grupo abeliano (addM) es k, por lo tanto si | (addpary DO €s un isomorfismo

entonces Q({addM)) tiene rango menor o igual a k — 1. Por induccién se obtiene el objetivo
buscado.

COROLARIO 2.3.4. Sea M € modA tal que Q(M) € addN para algin | € N, siendo
N € modA tal que Q(N) € addN y N = EBQLINI' es la descomposicion en indescomponibles
de N. Entonces si lg = min{l : Q/(M) € addN} tenemos que

S(M) < ¢(N) +1o < k +lo.
Demostracion:

Como Q' (M) € addN, entonces ﬁl()(addM ) C (addN). Aplicando Q*™)

N _ _
. )<addM> c a*W) (addN). Como Q%(N)er(addN} €s Ul Monomor-

fismo para todo m € N, luego ﬁ|l§°+¢(N)+m<addM> también lo es para todom € N. Asi (M) <

d(N) + lp. La otra desigualdad sigue del Corolario 2.3.3. O

a la inclusién

. . =lo+
anterior se tiene que {2

El siguiente ejemplo muestra que la hipdtesis del Corolario 2.3.3 es necesaria para obtener el
resultado. Si no pedimos que Q(M) € addM, el valor de ¢(M) puede ser tan grande como
se quiera.

EJEMPLO 2.3.5. Consideremos el dlgebra ’}—? donde el carcaj Q es de la siguiente forma:

. )
|8 L1~

Claramente todo mddulo es proyectivo o tiene dimension proyectiva infinita. Ahora si
consideramos el modulo S1 ® S,, tenemos que:

» Q(S)=Siy1parai=1,...,n—1

n Q(S,) =Sy

Luego, resulta claro que ¢(S1 ® S,) =n — 1.
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PROPOSICION 2.3.6. Sea M € modA tal que QM) € addM. Si M = (&F_ M) @
(EBP[”) es la descomposicion en indescomponibles de M, donde los P; son los sumandos
proyectivos, entonces ¢(M) = k implica que M tiene dimension proyectiva finita (y por lo
tanto dpM = k).

Demostracion:
Afirmacién: El rango de Q°((addM)) = k — s para 0 < s < k.

El rango rk((addM)) = k, por lo tanto rk(Q°((addM))) < k—s, ya que en caso contrario
tendriamos que existe 0 < sy < s tal que ﬁ\ﬁso ((addary) € U isomorfismo sobre la imagen y

por lo visto en la Proposicién 2.3.1, ¢(M) < sp < k.

_ Por otro lado si rk(Q°((addM))) > Tk(ﬁsﬂ((addM))) + 2 existe s + 1 < sp < k tal que
Q|§so( (addary) s un isomorfismo sobre la imagen y nuevamente usando la Proposicién 2.3.1,

B(M) < sp < k.

Finalmente como el rango de los grupos Q°((addM)) = k — s para 0 < s < k se tiene que
QF(M) tiene que ser un A-médulo proyectivo, por lo que dp(M) = k. O

PROPOSICION 2.3.7. Sea M € modA tal que Q"(M) = M. Si M = &F_ M; es la
descomposicion en indescomponibles de M, donde dpM; > n para todoi =1,...,k, entonces
d(M) =0y dpM; = oo para todo i =1,..., k.

Demostracion:
Como Q"(M) = M se tiene que:

1. Si algin Q"(M;,) = 0, entonces dpM; < n lo que es absurdo.

2. Si algin Q"(M;,) no es indescomponible, entonces hay algin 1 < j, < k tal que
Q"(Mj,) = 0, por lo tanto también es absurdo.

De esto se deduce que Q"(M;) = M), siendo o : {1,...,k} — {1,...,k} una per-
mutacién. Por lo anterior se obtiene que Q| addar) (addM) — (addM) es un isomorfismo,

en consecuencia ﬁ’(add M) también lo es. U

PROPOSICION 2.3.8. Si §k|(addM> : (addM) — (addQ¥(M)) es un epimorfismo y
rk((ﬁk(addM») < rk((ﬁk_l(addM») entonces

S(M) = $(Q"(M)) + k.
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Demostracion:

Como §k| addar) (addM) — (addQ¥(M)) es un epimorfismo, entonces tenemos que
" (addM) = (addQ*(M)). Ademés como tenemos que rk((Q2" ((addM)))) < rk((Q° " (addM)))
1 addary <§k_1(a(fliiM)) — (ﬁk(addM» no es un isomorfismo. Por
lo anterior, dado j € N, es claro que (| @t es un isomorfismo si y solamente si

Q

resulta que @

(addnr))
@ (addar(aryy © U0 isomorfismo, de lo que se deduce que ¢(M) = ¢(Q¥(M)) + k. O

Un caso particular de lo anterior es el siguiente corolario:

COROLARIO 2.3.9. Sea M = @ﬁlef" la descomposicion en indescomponibles de M.
Supongamos que QF(M;) es indescomponible para todo 1 < i <t y que Tk((ﬁk(addM») <
rk((ﬁk_l(addM»). Entonces ¢(M) = ¢(QF(M)) + k.

2.4. Mobdulos ¢-testigos

El objetivo de esta seccién es ver la cantidad minima de sumandos no isomorfos que
aparecen en los A-médulos M cuya ¢(M) = ¢ dim(A).

DEFINICION 2.4.1. Sea A un dlgebra con ¢ dim(A) =1 < co. Decimos que el A-mddulo
M es:

» un ¢-testigo si ¢(M) =1,
» un ¢-testigo minimal si M es un ¢-testigo y rk{addM) es minimo.

PROPOSICION 2.4.2. Dada un dlgebra A, entonces fin dim(A) = ¢dim(A) < oo si y

solamente si hay un A-mddulo indescomponible M que es ¢-testigo.
Demostracion:

Es claro ya que si M es un ¢-testigo indescomponible, entonces ¢(M) = dp(M) < oo,
pues dp(M) < oo. O

Como vimos en el Ejemplo 2.3.5 la ¢-dimension de un algebra y su dimension finitista
no siempre coinciden

DEFINICION 2.4.3. Dado un A-médulo M con descomposicion en indescomponibles M =
@leMili definimos el grafo T'(M) de la siguiente forma:

» V(I(M)) = {Mi}ick-
= {MZ‘,MJ’} S A(F(M)) St ¢(MZ @Mj) > 1.
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PROPOSICION 2.4.4. Las componentes conezxas de I'(M) para cualquier A-mddulo M
son grafos completos.

Demostracion:

Supongamos que M = @leMili es la descomposicién de M en indescomponibles, donde
k > 3. Consideremos M;,, M;, v M;, que estan en la misma componente conexa de I'(M)
tales que {M;,, M;,} y {M,;,, M;,} son aristas de I'(M). Como {M;,, M;,} es una arista de
I'(M) por definicién tenemos que ¢(M;, ® M;,) > 1 por lo tanto, a partir de kg > 1 sabemos

que el rango de §k<addMi1 @ M;,) < 1 paratodo k > ko por lo que tendriamos que Q" [M;,] =
ﬁk[MZQ] para todo k > ko. Andlogamente también tendriamos que Q" [M;,] = Q" [M;,] para
todo k > k{, > 1, juntando las dos afirmaciones se deduce que " [M;,] = Q" [M;,] para todo

k > ko para ko > 1 por lo que concluimos que ¢(M;, ® M;,) > 1 y finalmente tenemos que
{M;,, M;,} también es una arista de I'(M). O

PROPOSICION 2.4.5. Sea M € modA tal que o(M) = 1. Supongamos que M = @leMili
es la descomposicion en indescomponibles de M, entonces si I'(M) es un grafo conexo existe
un sumando directo de M de la forma M;, & M;, tal que ¢(M;, & M;,) = L.

Demostracion:

Supongamos que para todo médulo de la forma M; & M; tenemos que ¢(M; & M;) < L.
Sea I =max{¢(M; & M;) con i # j} < I, por lo anterior se tiene que rk(ﬁl (addM)) < 1.

Como ¢(M) =1 > 1’ se cumple que Tk(ﬁl (addM)) = 0. Esto implica que M sea un médulo
de dimensién proyectiva finita y en particular dp(M) = ¢(M) = 1.

Como sabemos que dp(M) = max{dp(M;) con i = 1,...,k}, finalmente tenemos para
algin par (7, 7) que dp(M; ® M;) = ¢(M; & M;) = lo que es absurdo. O

2.5. Valores de la funcién ¢
LEMA 2.5.1. Si [M] € Ky entonces para todo submddulo M’ C M, [M'] € K;.
Demostracién:

Si M € Kj entonces existe un médulo N tal que Q(N) = M, o sea tenemos la sucesién
exacta corta:

0 M P N 0

donde P es un médulo proyectivo. Sea M’ C M, como tenemos la composicién de las inclu-
siones M’ < M < P podemos considerar la sucesién exacta corta:
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0 M’ P = 0
de lo que se deduce la tesis. [J

COROLARIO 2.5.2. Si [M] € K; entonces si M' sumando directo de M, [M'] estd en
K.

PROPOSICION 2.5.3. Si ¢pdim(A) = 1| > 0 entonces para todo mddulo N tal que
d(N) =1 se tiene que p(QN)) =1—1.

Demostracion:

Sea N un médulo tal que ¢(N) =1 > 0, entonces sabemos por la Proposicién 2.1.7 que

H(QAN)) > 1 1.

Si suponemos que ¢(2(N)) > [ — 1, entonces por ser ¢ dim(A) = [ la tnica opcién posible
es que ¢(Q(N)) =I. Sea &7 Mfi = Q(N) la descomposicién en sumandos indescomponibles.
Como cada M; estd en Ki, por el Corolario 2.5.2, tenemos que existen médulos N; tales
que Q(N;) = M;. Observese que los médulos N; pueden ser considerados indescomponibles,
por lo tanto si consideramos el médulo N’ = @fN; tendriamos que ¢(N') =1+ 1 lo que es
absurdo. [J

2.6. Extensiones por un punto

En esta secciéon veremos qué relaciéon hay entre la ¢-dimensién de un algebra A y la
¢-dimensién de la extension por un punto B.

PROPOSICION 2.6.1. Si ¢dim(A) = k entonces

k< ¢dim(B) < k+ 1.

Demostracion:

Sea M un A-médulo tal que ¢4(M) = k, considerando a M como un B-mddulo, se tiene
también que comparten la misma resolucién proyectiva como A-médulo o B-mdédulo, por lo
tanto también tenemos que ¢p(M) = k (ver Observacién 1.3.13). Por lo visto antes tenemos
probada la desigualdad k < ¢ dim(B).

Sea ahora N un B-médulo. Al considerar al B-médulo Q(N) € modA. Se tiene que
dp(2(N)) < k por lo visto en el parrafo anterior y por lo tanto ¢p(N) < k + 1. Finalmente
obtenemos la desigualdad ¢ dim(B) < k+ 1. O
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COROLARIO 2.6.2. Si ¢dim(A) = k, entonces ¢dim(B) = k + 1 si y solamente si hay
un B-mddulo M tal que pA(Qp(M)) = k.

Demostracion:

(=) Sea M € modB tal que ¢p(M) = k + 1. Por lo visto en la Proposicién 2.5.3 y en la
demostracién de la Proposicién 2.6.1, se deduce que ¢4(2(M)) = ¢pp(QM)) = k.

(<) Supongamos que existe M € modB tal que ¢p4(2p(M)) = kyseaQp(M) = EB?ZINili
la descomposicién en indescomponibles de Qg (M) en modB (que también lo es en modA).
Por lo visto en el Corolario 2.5.2, tenemos que existen M; € modB tales que Qp(M;) = N;
de aqui que ¢pp((®I_M;))) =k+ 1.0

2.7. Igualdad entre ¢ y ¢
El objetivo de esta seccién es ver en que condiciones las funciones v y ¢ coinciden.

PROPOSICION 2.7.1. ¢ = Y si y solamente si para cada modulo indescomponible M
con dp(M) = oo, Q(M) no tiene sumandos directos con dimension proyectiva finita.

Demostracion:

(=) Sea M un médulo indescomponible con dpM = oo tal que 0 < dpN < oo siendo
N & N’ = Q(M). Consideremos M & N, siendo N un médulo con dpN = 1 (existe pues
dpN > 0). Por esto tenemos que ¢(M @ N) = 1y (M & N) > ¢(M & N) + dp(N) =
1+ dp(N) > 1 lo que es absurdo.

(<) Sea M € modA. Tenemos dos opciones:

1. dpM < 00 o

2. dpM = .

1. En este caso por las Proposiciones 2.1.6 y 2.1.9 parte 1) tenemos que ¢p(M) = (M) =
dp(M).

2. Descompongamos M = M7 & My donde M tiene todos los sumandos directos con di-
mensién proyectiva finita y Ms tiene todos los sumandos directos con dimensién proyec-
tiva infinita. Nuevamente por la Proposiciones 2.1.6 parte 3) tenemos que ¢(M) >
¢(M1) = dp(M). Por otro lado Q¥(Ms) no tiene sumandos directos con dimensién
proyectiva finita para ningin £ € N. Por lo tanto, por la definicién de la funcién v se
deduce que ¢(M) = (M). O
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2.8. Algebras monomiales

En esta seccién veremos el primer ejemplo de algebras cuya ¢-dimension es finita. Este
es el caso de las dlgebras monomiales.

DEFINICION 2.8.1. Decimos que un dlgebra A es monomaial si A = g donde I es un
ideal admisible generado por caminos.

NOTACION 2.8.2. Dado el carcaj Q, denotaremos con P! a los caminos de longitud
mayor o igual a 1.

El siguiente teorema se encuentra en [Zi], donde la autora demuestra que la fin dim para
las algebras monomiales es finita.

TEOREMA 2.8.3. (/Zi]) Sea A un dlgebra monomial de dimension finita. Entonces todo
mddulo de K; con t > 2 es suma directa de ideales de A generados por caminos de longitud
mayor o igual a 1.

COROLARIO 2.8.4. Si A es un dlgebra monomial entonces ¢ dim(A) < dimpA —n + 2,
siendo n la cantidad de vértices de Q.

Demostracion:

Dado un A-médulo M, Q(M) es un submédulo de un médulo proyectivo. Por el Teorema
2.8.3 tenemos que Q?(M) es suma directa de ideales de A generados por caminos no nulos
de @ de longitud mayor o igual a 1. Llamemos N = @,¢cp>1(p). Claramente rk((addN)) =
dimg(A) —n. Ya que Q(N) € addN por el Teorema 2.8.3, aplicando la Proposicién 2.3.3 a N
tenemos que ¢(N) < dimy(A) — n. Ahora como Q?(M) es sumando directo de N, tenemos
que ¢(Q3(M)) < ¢(N) < dimy(A) — n. Finalmente por la Proposicién 2.1.7 se deduce que
d(M) < dimgkA —n+2. O

2.9. Ejemplos
A continuacién ofrecemos un ejemplo de cédlculo de la ¢ dim para un dlgebra monomial.

EJEMPLO 2.9.1. Sea A = g donde @ es un carcaj que tiene la siguiente forma

i 2

B
y el ideal I = (afa).

Ya que los proyectivos indescomponibles son
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(i 5)
P2) = 2 i

(o V)

los mddulos que estan en K1 tienen que tener longitud de Loewy menor o igual a 3. Por otra
parte, por el Teorema 2.8.3, tenemos que Ko C (addM) donde

M=Si&%e , “&, & 1
2
Esta notacion indica las series de composicion del mddulo en orden ascendente (1 indica

al simple S1 y 2 al simple S2) y los determina univocamente, asi por lo tanto:

2
IBA: 1 ,
2
1
Ia14:2 5
= fad= | 7,

y como ¢(M) = 2 se tiene que ¢ dim A < 4.

Por otro lado Soc(Py) = Soc(P,) = S1, lo que implica que K1 = ({[S1],[ 2 |}) debido
a que estos son los unicos modulos indescomponibles de longitud de Loewy 2 con zécalo Si,
luego facilmente se deduce que Ko = ([ | %1). Como consecuencia de lo dltimo finalmente
se tiene pdim A = 2

El siguiente es un ejemplo de cédlculo de la ¢-dimension en un algebra que no es monomial.

EJEMPLO 2.9.2. Consideremos el dlgebra @ donde @) es un carcaj de la forma:

C“i 0, 2’@

y el ideal I es generado por {a?, %, ya — By}.

Los proyectivos indescomponibles son de la forma:
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Su carcaj de Auslander-Reiten (ver [ARS] Chapter IV y [ASS] Chapter VII) tiene la
siguiente forma:

Por lo tanto los unicos submddulos indescomponibles de mddulos proyectivos son:

[ | M1:2’
1
.MQ_ 27
1 2
- My= o, T

Como ademds tenemos las siguientes sucesiones eractas:

= 0 My Py My 0

= 0 Mo P Mo 0

L] OHM3HP1@P2*>M3HO
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= 0 M3 Py Si 0

deducimos que ¢ dim(A) = 1 debido a que Ky = ({My, My, M3}), Q|k, = 1k,, y ademds
d)(Sl D Mg) =1.



44

CAPITULO 2. FUNCIONES DE IGUSA-TODOROV



Capitulo 3

Eslabones

En este capitulo se exhibird una forma equivalente para definir la funcién ¢ de Igusa-
Todorov. Como aplicacién veremos que bajo ciertas condiciones la ¢-dimension es estricta-
mente mayor a la dimensién finitista.

3.1. Divisiones

NOTACION 3.1.1. Sea A una R dlgebra de Artin. Denotaremos con Ca a la categoria
abeliana de todos los funtores R-lineales F': modA — modR.

La siguiente definicién se puede encontrar en ([FLM)])

DEFINICION 3.1.2. Sea A un dlgebra de Artin, d un entero positivo y M un A-médulo
a derecha. Un par (X,Y) de elementos de addM es llamado una (r, E,d)-diwvision de M si
se satisfacen las siguientes condiciones:

» addX NaddY = {0}.
= Extd(X,-) 2 Extd(Y,-) en Ca.

= Ext4t (X, ) =2 Ext4 (V) en Ca.

El siguiente teorema nos da una forma alternativa para poder calcular la ¢-dimension de
un algebra:

TEOREMA 3.1.3. ([FLM]) Sea A una R-dlgebra de artin y M € modA, entonces

d(M) = max{{d € N, hay una (r, E,d)-division de M} U0} .

Andlogamente podemos dar una definicién similar a la Definicién 3.1.2 utilizando el funtor
Tor.

45
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DEFINICION 3.1.4. Sea A un dlgebra de Artin, d un entero positivo y M € modA. Un
par (X,Y) de elementos de addM es llamado una (r, T, d)-division de M si se satisfacen las
stguientes condiciones:

» addX NaddY = {0}.
= Tor; (X,-) 2 Tor}(Y,-) en Ca.
= Tor}, (X,-) = Tory,,(Y,") en Ca.
COROLARIO 3.1.5. Sea A una R-dlgebra de artin y M un A-mddulo a derecha, entonces
d(M) = méx{{d € N, hay una (r,T,d)-diwvision de M} U0} .
Demostracion:
Afirmacién Si (X,Y) una (r, E, d)-divisién entonces (X,Y") es una (r, 7T, d)-divisién.

1. Tory(X,-) 2 Tor4(Y,-) en Ca.

Supongamos por absurdo que Tor;?(X ,0) 2 TordA(Y, -) en Cy, usando la dualidad Dy4
tenemos Tor/ (X, D4(-)) = Tor/(Y, D4(+)). Ahora por el Corolario 1.3.4 tenemos que
D(Ext? (X, (1)) = Da(Ext? (Y, (-))) y utilizando nuevamente la dualidad D4 obten-
emos:

Ext{ (X, () = D4 (Ext4 (X, () = DA(Ext4 (Y, (-))) = Ext} (Y, (-)).

2. Torf,(X,-) = Tor} 1 (Y,") en Ca.

Sabemos que Ext%™ (X, (-)) = Ext% (Y, (-)), aplicando la dualidad D4 tenemos que
DA(ExtillH(X, (1)) = DA(ExtillH(Y, (1)) y usando nuevamente el Corolario 1.3.4 ob-
tenemos Torfﬂ(X7 Da(r)) = Tor:?H(Y, D (-)). Utilizando la dualidad D4 finalmente
se llega a:

Tor,1(X, ) 2 Torgy; (X, DA(-)) = Torg, 1 (Y, D(-)) = Torg, (Y, ).

3.2. Eslabones

DEFINICION 3.2.1. Decimos que un médulo M con dp(M) < oo es un eslabén si para
todo submddulo 0 # N G M tenemos que dp(N) = oo.

OBSERVACION 3.2.2. Dada A un dlgebra de artin.

» Si S es un A-mddulo simple con dp(S) < oo, entonces S es un eslabon.
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= Todo eslabon es indescomponible.

PROPOSICION 3.2.3. Dada un dlgebra de artin A, sid < oo es una dimension proyectiva
posible (existe M € modA tal que dp(M) = d), existe algin eslabon con dp(M) = d. En
particular existen A-mddulos que son eslabones con dpM = d siendo d = fin dim(A).
Demostracion:

Sea M un médulo tal que dpM = d y con longitud I[(M) = s minima. Si M no es un
eslabdn, quiere decir que existe un submédulo 0 2 N C M con dpN < oo. Por lo tanto
tenemos una sucesion exacta corta

0 N M d 0

donde cada médulo tiene dimension proyectiva finita, y ademdas dpM = méx{de , dp%}.
Como tenemos que [(N) < s y I(}) < s, uno de los dos modulos tiene dimensién proyectiva
igual a d y las longitudes son menores a s, tendriamos un submédulo de longitud menor y
de dimensién proyectiva finita. [J

PROPOSICION 3.2.4. Si fin dim(A) > 0 y hay un eslabon M tal que
1. M no es simple y
2. dp(M) = fin dim(A),
entonces fin dim(A) < ¢ dim(A).
Demostracion:
Sea M € modA un eslabén con dpM = fin dim(A) = d > 1 que no es simple. Considere-

mos N un submdédulo no trivial de M. Como M es un eslab6n entonces dp(N) = dp(%) = 00.
A la sucesién exacta siguiente:

0 N M M 0

le aplicamos el functor Hom(-, X) con X € modA tal que Ext% (M, X) # 0. De esto obten-
emos la siguiente sucesion exacta:

Ext?(M, X) — Ext?(N, X) — Ext™ (& X) — Ext1 (M, X)

Ext™! (M, X) — Ext™ (N, X) — Ext*2(&, X) —— Ext?+2(M, X)

Como Ext* (& x) =~ Ext*(Q(4£), X) paratodo k > 1 por el Lema 1.1.17, Ext* (M, X) =
0sik > d+1y ExtY(M, X) # 0 tenemos que Ext?(N, X) 2 ExtY(Q(3), X) y Ext™™ (N, X) =
M

Extd“(Q(W), X) con X € modA donde el isomorfismo es funtorial. Usando ahora el Teore-

ma 3.1.3 se obtiene ¢(N @ Q(4)) >d+1. 0
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COROLARIO 3.2.5. Si fin dim(A) = ¢ dim(A) > 0 entonces todo eslabon con dimension
proyectiva mazximal es simple.

En forma complementaria a la Proposicién 3.2.4 tenemos el siguiente resultado:

PROPOSICION 3.2.6. Si todo eslabén en modA es simple, entonces fin dim(A) < ¢ sien-
do {S1,...,St} el conjunto de todos los mddulos que son eslabones.

Demostracion:

Afirmacién: Si M es un A-médulo tal que dpM < oo entonces cada médulo simple en su
serie de composicién es un eslabdn.

Hagamos la prueba por induccién en la longitud.

1. Claramente si la longitud es 1, M es simple y tiene dimension proyectiva finita, por lo
tanto es un eslabdn.

2. Supongamos que el A-mdédulo M no es simple, entonces como no es un eslabén existe
un submédulo 0 # N ;Cé M con dpN < oo. Por lo que tenemos la sucesién exacta corta
de médulos de dimensién proyectiva finita que sigue:

0 N M X 0

donde las longitudes de los A-médulos N y % son menores estrictas a la longitud
del A-moédulo M. Si S es un simple que estd en la serie de composicién de N o %,
por hipétesis inductiva, S es un eslabon. Por lo tanto como todo simple en la serie de
composocion de M es parte de la serie de composicion de IV o de la de % se concluye
la afirmacién.

Como todo médulo de dimensién proyectiva finita tiene inicamente eslabones como sim-
ples de la serie de composicién, se deduce que dpM < méax{dpSi,...dpS;}. Ahora por la
Proposicién 3.2.3 tenemos que méax{dpSi,...dpS;} < t, ya que solamente hay a lo sumo ¢
posibles dimensiones proyectivas finitas, lo que completa la prueba.l]



Capitulo 4

Algebras de radical cuadrado nulo

Las k-dlgebras A que consideraremos en este capitulo serdn siempre de la forma ﬂ;—QQ,

donde @ denota un carcaj conexo, k un cuerpo y F' es el ideal generado por las flechas de
Q. Ademas consideraremos n = |Qo|.

Veremos en este capitulo condiciones necesarias en el carcaj para que las dlgebras de rad-
ical cuadrado nulo alcancen su maxima ¢-dimensién (¢ dim(A) = n) y una familia infinita
de algebras que alcanzan dicho maximo. También describiremos completamente cudles son

las dlgebras de radical cuadrado nulo que alcanzan ¢-dimensién méxima (¢ dim(A) = 2n—3).

Parte de este capitulo conforma el trabajo [LMM].

NOTACION 4.0.7. Denotaremos con:

S ={851,...,5,} al conjunto de los mddulos simples de A.
= S; al conjunto de los modulos simples inyectivos.

= Sp al conjunto de los modulos simples proyectivos.

Sp=8\(SrUSp).

4.1. Funcién ¢ de Igusa-Todorov

DEFINICION 4.1.1. Dado Q un carcaj finito, llamamos corazon de ) al subcarcaj pleno
de Q determinado por los vértices que aparecen en la interseccion del soporte de Q" (DgesS)
con el soporte de Q™" (®gsesS). Lo denotaremos C(Q).

DEFINICION 4.1.2. Llamamos miembro de Q al subcarcaj pleno de Q determinado por
los vértices que no estdn en el corazén y lo denotaremos M(Q).

49
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EJEMPLO 4.1.3. Sea Q el siguiente carcaj
/ o \
i*>24>3\ /84>94>10

5<—17

entonces su miembro y su corazon son respectivamente:

= M(Q) = 1—=2 9—=10

3/4%6’\8
NV

OBSERVACION 4.1.4. Dado Sy, el A-médulo simple asociado al vértice v, es claro que

QS = B S

wv—w

PROPOSICION 4.1.5. El carcaj (Q tiene miembro si y solamente si A tiene un proyectivo
stmple o un inyectivo simple.

Demostracion:

(=) Supongamos que A no tiene ni proyectivo simple ni inyectivo simple. Dicho carcaj
@ asociado al dlgebra A no puede tener ni pozos ni fuentes, por lo tanto para cada vértice v
de @ hay flechas que salen de v y flechas que llegan a v. Como podemos construir caminos
en k@ de longitud n = |Qq| llegando a todo vértice de @ y saliendo de cada vértice de Qg
tendriamos que C(Q) = @, lo que seria absurdo.

(<) Supongamos que A tiene un simple inyectivo S;, (el caso de simple proyectivo es
andalogo). Como no hay flechas de @ que lleguen a él, tenemos que §2(S;) no tiene como
sumando directo a S;, para todo j € Q. Por lo tanto ip no esté en el soporte de Q" (DgesS).
O
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DEFINICION 4.1.6. Dado el carcaj Q, decimos que Q', subcarcaj pleno de Q, es un
subcorazon final de QQ si es minimal en la familia de las subcategorias de @ cerradas por
sucesores.

OBSERVACION 4.1.7. Sea Q un carcaj, entonces:

1. Q tiene un subcorazon final propio si y solamente si existe un subcarcaj propio pleno
Q' tal que U Dicq, Si) € add(Bieq; Si)-

2. Si Qp es un subcorazon final toda flecha que sale de Q) llega a Q.

Demostracion:

Es claro ya que Q' es una subcategoria propia de @) y es cerrada por sucesores. []
También tenemos la nocién dual a 4.1.6

DEFINICION 4.1.8. Dado el carcaj Q, decimos que Q', subcarcaj pleno de Q, es un
subcorazon inicial de Q) si es minimal en la familia de las subcategorias de Q) cerradas por
antecesores.

En el siguiente ejemplo tenemos que los vértices del corazén no necesariamente tienen
que estar en ciclos y que pueden haber varios subcorazones finales en un carcaj:

EJEMPLO 4.1.9. Sea Q) el siguiente carcaj:

®,

son subcorazones finales y

es un subcorazon inicial.
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El que sigue es un resultado conocido pero se incluye su demostracién para conveniencia
del lector.

LEMA 4.1.10. Si el dlgebra A tiene dimension global finita, entonces vale que gl dim(A) <
n— 1.

Demostracion:

Al tener A dimensién global finita, ) no puede tener ciclos orientados. Por lo tanto la
longitud méaxima de los caminos de @) es n — 1. Como la dimensién proyectiva de cada simple
S; coincide con la longitud maxima de los caminos que salen de ¢, finalmente se deduce que
gl dim(A) <n-1.0

El siguiente resultado muestra que fin dim(A) = 0 es equivalente a que @) no tenga pozos,
siempre que el dlgebra no sea isomorfa al cuerpo de base, o sea si dimgA > 2 (el dlgebra no
es trivial).

LEMA 4.1.11. Supongamos que el dlgebra A no es trivial. Entonces el carcaj Q mno tiene
pozos si y solamente si fin dim(A) = 0.

Demostracion:

(<) Si A tiene un pozo v, como A no puede tener una fuente en v, existe una flecha de
un vértice w — v por lo que se puede construir la siguiente sucesion exacta:

0 S P, 2 0

donde g—f resulta ser indescomponible pues top( %) es simple y no es proyectivo. Luego te-
nemos que Q(%) = S,. Por lo tanto dp(%’j) =1.

(=) Si A no tiene pozos entonces para todo médulo simple S, 2%(S) es médulo que no es
proyectivo. Por lo tanto dp(S) = oo. Como para todo médulo M que no es proyectivo Q(M)
es un moédulo semisimple distinto de 0, entonces dp(M) = oo, por lo que fin dim(A) = 0. O

PROPOSICION 4.1.12. Vale que ¢ dim(A) < ¢(®ges,S) + 1.
Demostracion:

Para cada M € modA tenemos por la Proposicién 2.1.7 que ¢(M) < ¢(Q2M)) + 1.
Ademds Q(M) € add(S \ S1), por lo tanto por la Proposicién 2.1.6 se obtiene ¢ dim(A4) <
d(Bses,S)+ 1.0

Fl siguiente ejemplo muestra que la desigualdad en la Proposicién 4.1.12 puede ser es-
tricta.
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EJEMPLO 4.1.13. Consideramos el carcaj:

Q= 1<
En este caso se tiene que ¢ dim(A) = 0 ya que A es autoinyectiva (ver Corolario 2.2.5).

PROPOSICION 4.1.14. Vale que ¢(®gesS) <n — 1.
Demostracion:

Como Q(DgesS) € add(®gesS), entonces usando el Corolario 2.3.3 obtenemos que
d(DsesS) < n. Si ¢p(dsesS) = n por la Proposicién 2.3.6 tenemos que pd(PBgesS) es
finita y luego por Lema 4.1.10 gl dim(A) < n — 1. Pero si el médulo ©gesS tiene dimensién
proyectiva finita implica que:

P(BsesS) = pd(®sesS) = gl dim(A)

lo que es absurdo. [

COROLARIO 4.1.15. Siempre vale que ¢ dim(A) < n.
Demostracion:

Se deduce de las Proposiciones 4.1.14 y 4.1.12. [J

De este corolario surge el interés de saber cuales son las dlgebras de radical cuadrado
nulo con ¢-dimensién exactamente igual a n.

4.1.1. Algebras no autoinyectivas

Las funciones de Igusa-Todorov fueron estudiadas para las algebras autoinyectivas en
general en 2.2.5, por eso nos dedicaremos ahora a trabajar en el caso de las 4lgebras que no
son autoinyecticas.

OBSERVACION 4.1.16. Sea M un mddulo indescomponible no proyectivo tal que existe
una sucesion ezracta corta

0 T P M 0

con P — M un cubrimiento proyectivo, entonces ninguno de los sumandos de T puede ser
un modulo inyectivo. En particular los mddulos simples inyectivos no pueden ser sumandos
directos de las sizigias de un modulo. Esta observacion la usaremos reiteradamente en las
demostraciones que siguen.
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PROPOSICION 4.1.17. SiS€ S \ S1, existe Mg un A-mddulo indescomponible tal que
Q(Mg) =S.

Demostracion:

Si S =S, es un A-mdédulo simple, asociado al vértice ig, que no es inyectivo, entonces
existe i1 un vértice que es predecesor inmediato de ig. Consideremos P;; el A-médulo proyec-
tivo indescomponible asociado al vértice i;. Es claro que S C Soc(F;,), por lo tanto podemos
construir la siguiente sucesién exacta corta:

de lo que se deduce que Q(Mg) = S. O

También tenemos la proposicion dual:

PROPOSICION 4.1.18. i S e S \ Sp entonces existe una sucesion exacta corta:

0 Ng Is S 0

con Ig inyectivo

Ademas de la cota para ¢ dim(A) obtenida en la Proposicién 4.1.12, la demostracién en
la siguiente proposicién explicita un médulo que alcanza el valor de ¢ dim(A).

PROPOSICION 4.1.19. Si A es un dlgebra que no es autoinyectiva vale que:

¢dim(A) = ¢(@ses,S) + 1.

Demostracion:

Consideremos los médulos indescomponibles Mg tales que Q(Mg) = S para S € Sp
vistos en la Proposicién 4.1.17. Si alguno de los Mg es un médulo que no es simple, se puede
ver, por la Proposicién 2.3.8 que ¢((Dses,Ms) @ (©sespS)) = ¢(Dses,S) + 1. Si Mg es
simple para todo S € Sp, como el dlgebra A no es autoinyectiva, por el Corolario 8.1.4 existe
un modulo Sy simple proyectivo o simple inyectivo.

1. Si Sy es inyectivo pero no es proyectivo tenemos dos opciones:

a) SiSpno es uno de los médulos Mg anteriores, por la Proposicién 2.3.8 ¢((®ses, Ms)®
So) = P(DsespS) + 1.
b) Sihay algin médulo Mg = Sy, entonces debe haber, por el Principio del Palomar,

un médulo S; € Sp que no es ninguno de los Mg. Nuevamente por la Proposicién
2.3.8 ¢((Pses, Ms) ® S1) = ¢p(Bses,S) + 1.
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2. Si Sy es proyectivo pero no es inyectivo tenemos, por la Proposicion 4.1.17, que existe
M moédulo indescomponible tal que Q(M) = Sy (en particular M no es isomorfo a
Mg para todo S € Sp) y por esto tenemos nuevamente por la Proposicién 2.3.8 que

P(®sespMs) ® M) = d(BsespS) + 1.
La tesis se concluye utilizando la Proposicién 4.1.12. [J
En el caso que el dlgebra no tenga miembro se obtiene lo siguiente:

COROLARIO 4.1.20. Si el carcaj Q no tiene miembro y A no es autoinyectiva, entonces

pdim(A) = ¢(SsesS) + 1.

Demostracion:

Es consecuencia de las Proposiciones 4.1.19 y 4.1.5. [

Si la dimensién global de A es finita por la Proposicién 4.1.10 sabemos que ¢ dim A =
gl dim(A) < n — 1. En particular si |Sp U S;| = k > 1, entonces es ficil probar que
gl dim(A) < n — k + 1. Es por esto que nos interesamos en saber que &lgebras A tienen
¢dim A = n. Por lo expresado aqui seran necesariamente algebras con dimension global in-
finita.

PROPOSICION 4.1.21. Si A tiene dimension global infinita, y QQ tiene miembro, entonces

¢ dim(A) < |Sp| < n.

Demostracion:

Por la Proposicién 4.1.5 tenemos que |SpUSy| = k > 1. Reordenando los simples podemos
suponer que {[Ski1],...,[Sn]} es una base de Kj, y por el Corolario 2.3.3 tenemos que
ol (L 4+15i) < n — k. Como existe algin médulo simple de dimensién proyectiva infinita
se obtiene que ¢(®iL; ,1S:)) < n — (k+ 1), ya que en caso de que ¢(Dj, S;) = n —k
tendriamos por la Proposicién 2.3.6 que dp(@?’:kHSi) < 00 por la Proposicién 2.3.6, por
lo que que todos los moédulos simples serian de dimensién proyectiva finita y por lo tanto
gl dim(A) < co. Finalmente, por la Proposicién 4.1.12, ¢dim(A) < n — k. O

4.1.2. Algebras con miembro
En esta seccién nos dedicaremos a describir las dlgebras con radical cuadrado nulo que

tengan miembro.

Las algebras A con miembro, tanto en el caso de que tengan dimensién global finita
(Lema 4.1.10), como en el caso de dimensién global infinita (Proposicién 4.1.21), verifican
que ¢dim(A) < n — 1, siendo n la cantidad de vértices en el carcaj asociado.
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EJEMPLO 4.1.22. Los siguientes son ejemplos de dlgebras con miembro, donde Q) tiene
n vértices y ¢ dim(A) es mdzxima entre las dlgebras que tienen miembro (¢ dim(A) =n—1).
Consideremos:

Q=1 2 3 n

Q=1 2 3 n/D

stendo las dlgebras de la primera familia de dimension global finita, mientras que las dlgebras
de la sequnda familia tienen dimension global infinita.

DEFINICION 4.1.23. En Qo definimos la siguiente relacion: x =< y si existe un camino
de Q que empieza en x y termina en y.

OBSERVACION 4.1.24. (Qo, %) es un conjunto preordenado, o sea que se verifican la
propiedad reflexiva y la propiedad transitiva.

EJEMPLO 4.1.25. 1. SeaCy = 1 C 2. Entonces 1 X2 y2 <1, por lo tanto (Q, X)
es un preorden que no es un orden.

2. Sea el carcaj Q:

por lo tanto (Q, =) es un conjunto ordenado, ya que no tiene ciclos, pero no es un
conjunto totalmente ordenado.

OBSERVACION 4.1.26. 1. (@, =) es un conjunto ordenado si y solamente si no tiene
ciclos de longitud mayor o igual a 2.

2. (M(Q), =) es un conjunto ordenado.

Demostracion:

1. Es claro.
2. Esto se debe a que los vértices de M (Q) no estan en los ciclos de Q. O

PROPOSICION 4.1.27. Sea A un dlgebra con miembro y ¢-dimensién mdzima (pdim(A) =
n—1), entonces (M(Q)o, <) es un conjunto totalmente ordenado.
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Demostracion:

Sean vy, vo dos vértices del miembro, veamos que hay un camino de v a vs si y solamente
si no hay ningin camino de v2 a v;. Esto implica que (M (Q)o, =) es un conjunto totalmente
ordenado.

(=) Si tenemos un camino de vy a v9 y otro camino de v2 a v1 tenemos un ciclo que con-
tiene a los vértices v1 y v9 por lo tanto tienen que estar en el corazén de @, lo que es absurdo.

(<)

1. En caso de que la dimensién global de A sea finita, tenemos que el dlgebra tiene un
camino de longitud n — 1, en caso contrario la ¢ dim no seria maxima, por lo tanto el
miembro esta totalmente ordenado con ese camino.

2. En el caso de que la dimension global sea infinita, el carcaj cumple que la suma de la
cantidad de pozos mas fuentes es 1 por la Proposicién 4.1.21.

Consideremos el caso en que el dlgebra A no tiene médulos proyectivos simples y que el
modulo inyectivo simple es S, (el caso sin médulos inyectivos aplicar Teorema 4.1.63).
Supongamos que existen vértices vy y v2 en M(Q) tales que no hay caminos entre ellos.
Si la cantidad de vértices de M (Q) es k, tenemos que el camino mds largo dentro de
M(Q), que no empieza en vy, tiene que tener longitud menor o igual a k — 3 (en el
caso de que hubiera un camino de longitud mayor o igual a k — 2 todos los vértices de
M(Q)o — {v} estarfan alineados). Esto implica que Q*~2(@gcs,5) es sumando directo
de EBwEC(Q)‘S'w-

Aplicando repetidas veces la Proposicion 2.1.7 obtenemos la siguiente desigualdad:

D(DsespS) < A 2(Dses,S)) + k — 2

Usando la Proposicién 4.1.14, considerando el algebra I' de radical cuadrado nulo deter-
minada por el corazén C(Q) (I' = %(QQ)) obtenemos que ¢r(Dyec(Q)Sw) <n—k—1.
Usando la Observacién 1.3.13, ya que A es un algebra que es un anillo de matriz

triangular de la forma
S M
A= ( 0 k@ ) ;
F2

tenemos que ¢A(Bwec(Q)Sw) = r(Buec(Q)Sw)- Luego llegamos a la expresion:

or(@ses,S) <n—k—1+k—-2=n-3.
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Finalmente por la Proposicién 4.1.19 tendriamos que ¢ dim(A) = n— 2, siendo absurdo
pues A tiene ¢-dimensiéon méxima. [

4.1.3. Algebras sin miembro.

Recordar que las dlgebras sin miembro son las que podrian alcanzar la ¢-dimensiéon maxi-
ma (¢ dim(A) = n ver 4.1.15 y4.1.21), y de hecho algunas lo hacen, como muestra el Ejemplo
4.1.29.

En el caso de las algebras A que no tienen miembro se tiene que Mg, la matriz de adya-
cencia del grafo orientado @) y la matriz asociada a |k, en {[S]}ses base de K7, son iguales.
Desde esta subseccion en adelante por este capitulo, nos vamos a referir con la multiplicidad
algebraica y multiplicidad geométrica de A a la multiplicidad algebraica y la multiplicidad
geométrica de la matriz de adyacencia Mg del carcaj Q.

La siguiente observacién nos permitira simplificar la forma de calcular la ¢-dimensién:

OBSERVACION 4.1.28. Si consideramos la transformacion C-lineal

ﬁ’(add]\@ ®z C: (C’"k(<addM>) N (Crk(<addM>)

tenemos que rk <§’<addM> ®z C) =rk (ﬁ‘@ddM))'

En el siguiente ejemplo veremos una familia de dlgebras A(n) = k%g") con n = [Q(n),|

tal que ¢ dim(A(n)) sea maxima (¢ dim(A(n)) = n).

EJEMPLO 4.1.29. Consideremos las matrices 9, cuadradas n X n con coeficientes natu-
rales de la siguiente forma (con n > 2):

100 0 0 u

110 0 0 a9

011 0 0 a3

001 :

Lo . 1 0 an—2
0 00 ... 1 1 ap
000 ... 0 1 ay

Los vectores (x1,22,...,Ty) del nicleo tienen que verificar las siguientes n ecuaciones:

" 1 +a1z, =0,
.

= T+ 1z +ajr, =0,
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" Tp_o+ Tpy_1+ ap_12, =0,

" T, 1+ a,x, =0.

Despejando tenemos:

oz = ( gzl(—l)j“‘i_lai)mn para j =1,2...,m—2
" Tp-1 = —QpTp

En particular se concluye que la dimension de Ker(9M,) < 1. Obsérvese que las 2

primeras columnas de (9M,)" "2 son:
;2 0
n—2 n—2
1 Co
n—2 n—2
2 1
V] = Vg =
n—2 n—2
Cn732 C’nféé
n— n—
Cn—2 Cn—?é
e

Impondremos que Ker,, C Im((M,)"~2) y para esto es necesario y suficiente que el
nucleo sea construido a partir de un vector que sea una combinacion lineal no trivial de los
2 vectores de anteriores (v1 y v2). Siendo 06“2 = Cﬁ:% =1 no hay otra opcidon mds que los
coeficientes a; cumplan:

may=a(C7 2 4+1) - Chr 2 =000 - Ot

" a,=a;—(n—2)

Por lo tanto si tomamos a1 lo suficientemente grande, alcanza con a1 > n — 2, para que
cada aj con j = 2,...,n sea positivo, tenemos que M, es una matriz de adyacencia de un
carcaj Q, tal que:
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1. No tiene miembro

2. (b(@SeSS) =n-—1

Finalmente como n > 2 por la Proposicion 4.1.19, obtenemos ¢ dim(A(n)) = n.OI

COROLARIO 4.1.30. Para que un dlgebra A tenga la ¢-dimension mdxima, QQ no puede
tener miembro.

Demostracion:

Es claro usando la Proposicién 4.1.21 y considerando la familia del Ejemplo 4.1.29. [J

OBSERVACION 4.1.31. Obsérvese que en la matriz de adyacencia de un carcaj @ la
traza indica la cantidad de lazos.

Usando la Observacién 4.1.28 obtenemos el siguiente resultado:

TEOREMA 4.1.32. Sea A un dlgebra sin miembro y con Qo = {1,2,...,n} conn > 2, en-
tonces ¢ dim(A) = m~+1 donde m es el tamano del bloque de Jordan mds grande asociado a 0.

Demostracion:

Sea {V1,...Um,Um+t1 -+ s Umetks Umtk+1s - - -, Un} una base de Jordan para la matriz de
adyacencia Mg de A, donde los vectores {vi ... vp,4k} son los vectores que forman la base
del subespacio propio asociado a 0. Ordenamos estos vectores de forma que {v;...v,,} son
los vectores asociados al bloque de Jordan de tamano m y los vectores {vy,+x+1,--.,Vn} sOn
vectores que forman una base de subespacios propios que estan asociados a valores propios
no nulos.

Como Smgﬂ(ui) = 0 para cada [ > 0 y cada 1 < i < m + k, entonces Imi)ﬁg*l _
{vm+k+1,---,Un}) para cada [ > 0. Ademds como 93?8_1(111) = U, y Mg es inyectiva si se

restringe a [ m?mg“'H VI > 1, tenemos que ¢(DsesS) = m, lo que implica por la Proposicién
4.1.20 que ¢dim(A) = m+ 1.0

TEOREMA 4.1.33. Sea A con Qo = {1,2,...,n} con n > 2, entonces pdim(A) = n si
y solamente si A no tiene miembro y la forma de Jordan de la matriz de adyacencia de @,
Mg, es de la forma:
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0 0 000
1 0 00 0
1 0 000
00 - 1 000
0 0 ... 1 00
00 ... 0 0O0 A

donde X es el numero de lazos y no es cero.
Demostracion:

(<) Si la forma de Jordan de la matriz de adyacencia de @ es la indicada, entonces
é(@d1S;)) =n— 1y por el Corolario 4.1.20 ¢ dim(A) = n.

(=) Es claro que 0 es valor propio de Mg, pues en caso contrario tendriamos ¢(®}_.5;) =
0 y por lo tanto ¢dim(A) < 1 < n. También es claro que tiene que haber un valor pro-
pio (A) no nulo, en caso contrario gl dim(A) < oo y usando el Lema 4.1.10 obtendriamos
¢ dim(A) = gl dim(A) < n. Ademés no puede haber otro valor propio no nulo distinto de A
y la multiplicidad algebraica de A tiene que ser 1 ya que de forma contraria, por el Teorema
4.1.32, tendriamos que ¢(BgesS) < n — 1.

Ahora sabemos que hay un bloque de Jordan de 1 x 1 asociado al valor propio A y un
bloque de Jordan asociado al valor propio 0. Si el bloque de Jordan asociado al valor propio
0 tuviera varios subloques, por el Teorema 4.1.32, tendriamos que la ¢-dimensién no seria
maéxima. Por lo tanto la tnica opcién es que la forma de Jordan de Mg sea:

00 ... 0 0O0PO
10 ... 0 00O
1 0 000

g
00 - 1 000
00 ... 0 10O
00 ... 0 00 X

Buscamos, en lo que sigue, condiciones necesarias sobre el carcaj para que la ¢-dimensién
del algebra sea maxima.

DEFINICION 4.1.34. Dado un carcaj Q, llamamos grado de salida (llegada) de un
vértice v al numero de flechas salientes (entrantes) de v. Decimos que Q es regular a la
salida (llegada) si los grados de salida (entrada) son iguales para cada vértice de Q.
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La siguiente es una condicién necesaria para alcanzar la ¢-dimensién maxima en carcajes
regulares a la salida:

PROPOSICION 4.1.35. Si Q no tiene miembro y es reqular a la salida, entonces para
que ¢ dim(A) sea mdzima el nimero de lazos debe ser igual al grado de salida.

Demostracion:
Sea p el grado de salida de Q.

Es claro que el vector (1,...,1) es un vector propio asociado al valor propio u. En caso
de no coincidir el namero de lazos con el grado de salida tendriamos dos vectores propios
asociados a dos valores propios distintos de 0. Esto es absurdo por el Teorema 4.1.33. [J

A continuacién mostraremos que una condicién necesaria es que no existan subcorazones
finales propios o subcorazones iniciales propios.

PROPOSICION 4.1.36. Si el carcaj () no tiene miembro y posee un subcorazon final pro-
pio o un subcorazdn inicial propio entonces ¢ dim(A) < n.

Demostracion:

Consideremos el caso de que ) tenga un subcorazén final propio @', el caso de que tenga
un subcorazoén inicial es analogo.

Supongamos que el subcorazén final @', tiene |Qp| = k y llamemos C' al subcarcaj pleno
formado por los vértices de Qo \ Qf. Se ve que la matriz de adyacencia Mg de Q es de la

siguiente forma:
Me 0O
A My

donde My y M¢ son respectivamente las matrices de adyacencia de Q" y de C. Por lo tanto
el polinomio caracteristico pg(x) de @ cumple pg(x) = pc(x)pg (x) siendo po(x) y pgr(x)
los polinomios caracteristicos de C' y Q' respectivamente.

Como no hay caminos desde Q' a C ya que @’ es un subcorazén final de Q, se tiene que
fmg*’“ es no nula pues () es sin miembro esto implica que hay caminos tan largos como se
quiera que llegan a un vértice dado. Por lo tanto p¢ tiene una raiz no nula A, en caso contrario
M seria nilpotente lo que es absurdo pues ya vimos que Sﬁgfk es una matriz no nula.
Ademés E)ﬁ’é, tampoco es nula por lo que pg también tiene una raiz no nula p. Finalmente
tenemos que pg tiene dos raices (si A # p) no nulas o una raiz no nula con multiplicidad
mayor o igual que 2 (si A = p). Usando el Teorema 4.1.33 sabemos que ¢ dim(4) < n. O
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4.1.4. Carcajes fuertemente conexos

DEFINICION 4.1.37. Decimos que un carcaj @ es fuertemente conexo si para cada par
de vértices v1 y vo existe un camino que empieza en v Y termina en vo.

PROPOSICION 4.1.38. El carcaj Q es fuertemente conexo si y solamente si () no tiene
subcorazones finales (iniciales) propios.

Demostracion:

Si @ no es fuertemente conexo existen vértices v y vo de @ tales que no existe ningin
camino que comienza en v9 y termina en vi. Ademés se tiene que ) no tiene pozos, en caso
contrario tiene un subcorazoén final.

Consideremos V5 el subconjunto de los vértices de (), que son sucesores de vo. Supong-
amos que |Va| = k.

Se puede ver que V5 cumple las siguientes propiedades:

» No hay caminos de V5 al vértice v; (en caso contrario tendriamos un camino de vy a
Ul).

= V5 es cerrado por sucesores.

= El subcarcaj pleno generado por V5 no tiene pozos, y como consecuencia existen vértices
en V5 que estan en ciclos.

Sea Vj el soporte de QF(d;c1,S;) y supongamos que |Vy| = k.
Afirmacién: el carcaj pleno generado por Vj contiene un subcorazén final de Q.

Es claro que cada vértice de V2 que estd en un ciclo estd en V5. Ademés se puede ver que
un vértice de Vo estd en VJ si y solo si hay un camino desde un ciclo que esta en Va, ya que
un camino de longitud k en un grafo con k vértices obligatoriamente pasa por un ciclo. Si
consideramos Q¥ (S;) donde i € VJ los simples que aparecen son los asociados a los vértices
j alos que llega un camino de longitud &’ desde 4, por lo que es equivalente a que haya un
camino desde un ciclo de V,. Entonces el soporte de Qk/(@ievési) es exactamente V5 por lo
que usando la Observacion 4.1.7 tenemos que contiene un subcorazoén final de Q. [

El siguiente esquema resume las implicancias vistas hasta ahora con respecto a la maxi-

malidad de la ¢-dimensién:

gbdim(]l;—%) = n = @ no tiene subcorazones finales (iniciales) propios < @ es fuertemente
conexo = @ = C(Q).
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El siguiente ejemplo muestra que el reciproco de la Proposicién 4.1.36 no es valido.

EJEMPLO 4.1.39. Consideremos el siguiente carcaj:

~
~iq

NP

O

m'
~ 4

Su matriz de adyacencia Mg es:

0
1
1

S O ==
— -0 O
_ o o=

0
por lo que ¢(S1 @ So @ S35 @ S4) =1 y por el Corolario 4.1.20 se tiene que ¢ dim(A) = 2.

OBSERVACION 4.1.40. Consideremos un dlgebra A tal que ¢ dim(A) = n con |Qo| = n.
Sean C} el nimero de ciclos simples (no repiten aristas) de longitud k que pasan por el vértice
v, Cf = ZUEQO CY y Mg la matriz de adyacencia de Q). Entonces tenemos las siguientes
ecuaciones:

= tr(Mg) = C1 = X e, OF
= (M) = D ,eq, OV + 20
g tr(DﬁZQ) =Y e CV' +1C; + H donde H es un nimero natural no negativo.

EJEMPLO 4.1.41. Para el carcaj del Ejemplo 4.1.39

Vs
0
)



4.1. FUNCION ¢ DE IGUSA-TODOROV 65

se ve que:
w ir(Mg) =4
. tr(gﬁé) =
. tr(i)ﬁ%) =4
= tr(Mg) =8

Usando la Observacién 4.1.40 obtenemos el siguiente resultado:

COROLARIO 4.1.42. Si ¢dim(A) = n con |Qo| = n > 2 entonces A tiene lazos en mds
de un vértice.
Demostracion:

Supongamos que A tiene lazos solamente en el vértice v, entonces por la Observacién
4.1.31, el Teorema 4.1.33 y la Observacién 4.1.40 tenemos que:

C} = C} +2Cy

y en general para cada [ € N se obtiene:

cl=cl+ic,+H'

donde H’ es un nimero no negativo. De las ecuaciones de arriba se deduce que C; = 0 para
cada [ > 2, lo que es absurdo ya que @ es fuertemente conexo pues ¢ dim(A) =n con n > 2
(Proposicién 4.1.38). O

4.1.5. Cocientes por particiones equitativas

Utilizaremos el concepto de particién equitativa (ver [GoR] Chapter 9,3) para obtener
resultados respecto a la maximalidad de la ¢-dimensién en las dlgebras de radical cuadrado
nulo.

DEFINICION 4.1.43. Dado un carcaj Q, decimos que una particién m = {C1,...,C}}
de Qo es equitativa si el nimero de vértices de C; que son sucesores inmediatos de cada
vértice v de C; es una constante b;;.

Dado un carcaj @) siempre definimos la particién trivial como 7 = {v},eq,. Claramente
la particion trivial es equitativa.
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DEFINICION 4.1.44. Dado un carcaj Q y una particion equitativa m = {C1,...,C}},
podemos definir el carcaj cociente Q/m donde (Q/m)o = {C1,...,Cr} y la cantidad de
flechas de C; a Cj es b;;.

PROPOSICION 4.1.45. Sea Q un carcaj sin miembro, entonces dada una particion equi-
tativa T se tiene que Q/m es un carcaj sin miembro.

Demostracion:

Un vértice v estd en el corazén C(Q) de un carcaj @ si y solamente si existe un camino
de v a un ciclo y otro camino desde un ciclo a v.

Si tenemos un ciclo en @, la clases de las flechas del mismo forman un ciclo en Q/x
posiblemente de menor longitud. Si consideramos un vértice Cj en @)/7 entonces para cada
vértice perteneciente a C; tiene un camino a un ciclo de ) y un camino de un ciclo a él, pues
C(Q) = Q. Los caminos anteriores vistos en el cociente ) /7 dan un camino de C; a un ciclo
de @Q/m y un camino de un ciclo de /7 a C; respectivamente. [

Definiremos el concepto de automorfismo de carcajes o grafos orientados:

DEFINICION 4.1.46. Sean Q = (Qo,Q1,s,t) y Q' = (Qp, @, 8, t') dos carcajes. T =
(T, T'1) con Ty : Qi — Qf siendo i = 0,1, es un automorfismo de carcajes si:

s [y es una biyeccion.

» Dada a € Q1, se tiene que s'(T'1(a)) = To(s(a)) y t'(T'1(a)) = To(t(a)).

= la restriccion I't : Qqp — Qi"g(a),l"o(b) es una biyeccion para todo par {a,b} € Qo X Q.
OBSERVACION 4.1.47. Dado un automorfismo de carcajes, tenemos que sus orbitas
forman una particion equitativa.

DEFINICION 4.1.48. Dada una particién m = {C4,...,C,} en un carcaj Q definimos
la matriz caracteristica P a la matriz con |Qq| filas y r columnas tales que las columna
i-ésima de P tiene un 1 en la fila j sivj € C; o un 0 siv; ¢ C;.

OBSERVACION 4.1.49. Obsérvese que:
= (P'P);; = |C;| para todo i,
« (P'P);;=0sii#j,
= Como consecuencia de los items anteriores P'P es una matriz invertible.

A continuacién mostramos, adaptandolos a nuestro contexto, resultados que aparecen el
libro [GoR] utilizando las mismas técnicas de demostracién. Transcribimos las pruebas para
facilitar la lectura del trabajo.
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LEMA 4.1.50. Sean Q un carcaj sin miembro y w una particion equitativa de Q@ con matriz
caracteristica P. Si Mg y Mg/ son las matrices de adyacencia de Q y Q /7 respectivamente,
entonces MQP = PMg /e y Mg/ = (P'P) TP P.

Demostracion:

Probemos que para cada vértice u de C; se tiene que:

(MQP)uj = (PMGr)uj

La entrada (MQP)y; = Y p—; Mg, Prj indica la cantidad de sucesores inmediatos de u
en Cj. Si u estd en C; entonces (MgP)y; = bij.

La entrada uj de la matriz PMg,» es (PMg/r)uj = Y ey PukimQ/ﬂkj. Como cada fila
de P tiene solamente un 1 en P,; ya que u pertenece a C; y todas las demas coordenadas
son nulas, tenemos que (PMg/x)uj = bij-

Como MoP = PMy,,, entonces PP = PtPimQ /x- Usando ahora la Observacion
4.1.49 tenemos que P!P es invertible y

(P'P)~'P'MGP = Mg,,..0

LEMA 4.1.51. Sea Q un carcaj con matriz de adyacencia Mg y sea ™ una particion de Qo
con matriz caracteristica P, entonces w es equitativa si y solamente si el espacio de columnas
de P es invariante por Mg.

Demostracion:

El espacio de columnas de P es invariante por g si y solamente si existe una matriz B
tal que Mo P = PB.

(=) Por el Lema 4.1.50 tenemos que si 7 es una particién equitativa entonces la matriz
de adyacencia de /7 cumple lo buscado.

(<) Si existe una matriz B que cumple MgP = PB entonces si u es un vértice que
esta en C; tenemos que AP, ; es la cantidad de sucesores inmediatos y es igual a PB,,; = B;;.
j g j j

O

OBSERVACION 4.1.52. Si AP = PB para cada polinomio f se tiene f(A)P = Pf(B).
Por lo tanto si f(A) = 0, esto implica que f(B) = 0 de lo que se deduce que el polinomio
minimal de B divide al polinomio minimal de A.
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TEOREMA 4.1.53. Sea m una particion equitativa del carcaj Q, Mg es la matriz de
adyacencia de QQ y Mg/ la matriz de adyacencia del carcaj Q/m. Entonces el polinomio
caracteristico de Me /. divide al polinomio caracteristico de Mgq.

Demostracion:

Sea P la matriz caracteristica de w. Consideremos la matriz P’ con n filas y n — r
columnas tal que las columnas de P y las columnas de P’ forman una base de C". Entonces
hay matrices C'y D tales que:

AP' = PC+ P'D

de lo que se deduce usando el Lema 4.1.50 lo siguiente:
N ~n{ B C
A(PP)-(PP)( 0 D

Al ser (P P’) una matriz invertible tenemos que A y la matriz

B C
0 D
son equivalentes por lo tanto det(xI — B) divide a det(xl — A). O

Utilizando los resultados desarrollados hasta el momento en esta seccién, obtenemos la
siguiente relacion entre la ¢-dimension de un &dlgebra y la ¢-dimensiéon de un cociente del
algebra por una particién equitativa.

PROPOSICION 4.1.54. Sea A un dlgebra sin miembro con carcaj Q. Si w es una parti-
cion equitativa de Q, entonces ¢dim(k%w) < min{m, ¢ dim(A)}, siendo m la cantidad de
vértices de Q.

Demostracion:

Por la demostracién del Teorema 4.1.53, tenemos que la matriz de adyacencia de @ es
semejante a una matriz de la forma:
Mo/r C
0 D

donde Mg/ es la matriz de adyacencia de Q /7.

Sean {v1,...,v;} un conjunto de vectores de C™ tal que B(v;) = viy+1 para 0 <i <ky
B(vy) = 0. Consideremos ahora los vectores de C" {wy, ..., wy} donde en coordenadas w; =

(vi,0). De esto ultimo se deduce que hay un bloque de Jordan de A asociado a 0 de tamano

kgéﬂ) <

mayor o igual k, por lo tanto, utilizando el Teorema 4.1.32, tenemos que ¢ dim(
¢dim(A). O
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OBSERVACION 4.1.55. En las mismas condiciones de la Proposicion 4.1.54 también se
puede probar que cada subespacio invariante asociado a cada bloque de Jordan de B es un
subespacio de un Unico subespacio invariante asociado a un unico blogue de Jordan de A.

TEOREMA 4.1.56. Sea A un dlgebra sin miembro con Q) su carcaj, entonces si m es una
particion equitativa de Q con m elementos, tenemos que m — ¢dim(kIQ,é7r) <n—¢dim(A).
Demostraciéon:

Sigue del Teorema 4.1.32 que quim(k?,éw) = k + 1 donde k es el tamafio del bloque

elemental de Jordan més grande asociado al 0 de la matriz B. Por lo tanto como cada
bloque de Jordan restante de B (al descartar uno de tamano k) es de tamano menor o
igual a un bloque de A descartando el bloque elemental asociado al respectivo de B recién

eliminado, se tiene 0 < m — qbdim(k%ﬂ) <n-—¢dim(A). O
COROLARIO 4.1.57. Sea A un dlgebra sin miembro con @ su carcaj, entonces ¢ dim(A)

kQ/m
F2

es mdzima si y solamente si ¢ dim( ) es mdzxima para cada particion equitativa m de Q.

Demostracion:

(=) Consideremos una particién equitativa 7 usando el Teorema 4.1.56 tenemos que

0<m-— gbdim(kQ/”) <n—¢dim(A) = 0 por lo tanto qbdim(kQ/ﬂ) =0y como @Q/7 tiene

F2 F2
- .k
m vértices entonces ¢ dim %W

= m es maxima.

(<) Es claro pues también se considera la particién trivial. [J

El siguiente ejemplo muestra como saber si un dlgebra no tiene ¢-dimensién maxima
utilizando los resultados anteriores.

EJEMPLO 4.1.58. Sea A = ﬂ;—% donde el carcaj () es de la forma:

kQ/m

- tiene

Consideremos la particion equitativa 7 = {{1,4}{2,3}}. El dlgebra A’ =
asociado al siguiente carcaj:

i 2

()
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por lo que su matriz de adyacencia es de la siguiente forma:

0 1

1 2
y como es invertible tenemos que ¢dim(A’) = 1. Como la ¢dim(A’) no es mdzima, la
¢ dim(A) tampoco puede ser mdzima.

El siguiente ejemplo muestra que podemos tener un &dlgebra que no tiene ¢-dimensién
maxima; sin embargo todo algebra obtenida por particiones equitativas, sin considerar la
trivial, tiene ¢-dimensiéon maxima.

EJEMPLO 4.1.59. El dlgebra dada por el carcayj:

G
WA
NS

)

no tiene ¢-dimension mdxima, sin embargo toda dlgebra dada por particiones equitativas
st tienen ¢-dimension mdzxima.

Demostraciéon:
Sabemos, por el Ejemplo 4.1.39, que el algebra tiene ¢-dimension 2.

Es claro que las tnicas particiones equitativas posibles sin considerar la trivial son

= 1 = {{1,3},{2,4}}.
. = {{1,2,3,4}).

1. El carcaj @Q/m es de la forma:

Q0

O~ ~—b

En este caso el algebra tiene ¢-dimensién 2.



4.1. FUNCION ¢ DE IGUSA-TODOROV 71

2. El carcaj Q/ms es de la forma:

~

¢
"
En este caso el dlgebra tiene ¢-dimensién 1. [

4.1.6. Otras ¢-dimensiones posibles.

En la siguiente proposicion vamos a mostrar que fijando la cantidad de vértices en n
podemos encontrar algebras cuya ¢-dimensién abarca todos los niimeros enteros entre 0 y n.

PROPOSICION 4.1.60. Para todo 0 < k < n existen dlgebras A(k) con |Qo| = n y
¢ dim(A) = k.

Demostracion:

» Si el grafo subyacente de @ es C,, y las flechas estdn orientadas en forma horaria (o
antihoraria) se ve en [HuL] que ¢ dim(A) = 0.

» Tomando A un algebra de la familia del Ejemplo 4.1.29 se ve que ¢ dim(A) = n.

= Finalmente para 0 < k < n, podemos tomar el dlgebra dada por el siguiente carcaj:

n
Es claro que ©s,5 = 695?:2& y un célculo directo muestra que ¢(@s,S5) = k — 1.

Finalmente usando la Proposicién 4.1.19 concluimos que ¢ dim(A4) = k.0

TEOREMA 4.1.61. Si A no tiene miembro entonces ¢ dim(A) < 2 si y solamente si la
multiplicidad algebraica y geométrica de 0 coinciden, siendo
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» pdim(A) = 0 si y solamente si A es autoinyectiva (por lo tanto 0 no es valor propio).
» pdim(A) =1 si y solamente si 0 no es valor propio y A no es autoinyectiva.
» ¢pdim(A) = 2 si y solamente si 0 es valor propio.

Demostraciéon:
Podemos suponer que n > 2, ya que en el caso contrario el resultado es trivial.

Sabemos que Mg representa a la transformacion lineal Q|k, vista en la base {S}ges. Si
consideramos J¢ la matriz de Jordan de 9, sabemos que el rango de JQ y im’é es el mismo
para cualquier k.

(<) Es claro que si la multiplicidad algebraica y geométrica de 0 coinciden, entonces
n—maq(0) = rk(Jg) = rk(JzQ) =... rk(ﬁg) para k € N. Por lo tanto:

» )(BsesS) =0 si mag(0) = 0 ya que Mg es invertible,
» P(BsesS) = 1 si mag(0) > 0 ya que Q|k, es invertible.

Por lo tanto como A no tiene miembro ¢ dim(A) = 1 4 ¢(PsesS), salvo que A sea au-
toinyectiva.

(=) Si la multiplicidad algebraica es mayor a la geométrica, se tendrd que r7k(Jg) >
rk((jé) por lo que ¢(BgesS) > 1y por lo tanto ¢pdim(A) > 2. O

En el caso de las algebras de radical cuadrado nulo sabemos que la sizigia de todo mdédulo

no proyectivo es suma directa de moédulos simples. En particular si F—% no tiene miembro,

los simples que forman parte de la sizigia son de dimensién proyectiva infinita, por lo tanto

todo médulo no proyectivo tiene dimensién proyectiva infinita o sea que fin dimkF—cg = 0.

Como corolario del Teorema 4.1.61 podemos demostrar:
COROLARIO 4.1.62. Dado un carcaj Q, si Mg es simétrica entonces ¢pdim(A) < 2.
Ademds si |Qo| > 3 entonces:

» odim(A) =1 si det(Mg) # 0,

= ¢pdim(A) =2 si det(Mg) = 0.

Demostracion:

Como Mg es simétrica, entonces My es diagonalizable y ademas ) no tiene miembro.
Por lo tanto mag(0) = mgq(0) y usando el Teorema 4.1.61 tenemos que ¢ dim(A4) < 2.
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Si |Qo| > 3, entonces A no puede ser autoinyectiva por la Observacién 8.1.3, por lo que
del Teorema 4.1.61 se deduce:

» ¢pdim(A) =1 si det(Mg) # 0,
= ¢pdim(A) =2 si det(Mg) =0. O

4.1.7. ¢-dimension a izquierda y a derecha

Es un resultado conocido de Auslander que la dimensién global a izquierda y la dimension
global a derecha coinciden en un anillo noetheriano (ver [Au]). Por otro lado no es dificil
ver que la fin dim izquierda y a derecha no coinciden en general, un ejemplo es 4.2.5. Tiene
sentido entonces preguntarse si para las dlgebras de radical cuadrado nulo la ¢-dimensién a
izquierda y a derecha coinciden.

Recordemos las definiciones vistas en el Capitulo 2:
» pdimge, (A) = sup{p(M) tal que M € modA}.
v pdim;4(A) = pdimge, (AP).

TEOREMA 4.1.63. S5i A = 11;7(;2)’ entonces ¢dim;4(A) = ¢dimge, (A).

Demostracion:

Sabemos por el Corolario 2.2.5 que son equivalentes:
= ¢dimge,(A) =0,

= A es autoinyectiva,

s A° es autoinyectiva,

» ¢pdim;,4(A) = 0.

Supongamos entonces ¢dimge,(A) > 0 (por lo tanto ¢dim;.4(A) > 0). Entonces por la
Proposicion 4.1.19 tenemos que:

. ¢dimder(A) = ¢der(®ses%ers) +1

u gzﬁdlqu(A) - ¢izq(@§esgq§) +1

. —=i2q . . . . .. .
donde las notaciones S%” v Sp indican los simples a no proyectivos ni inyectivos derecha y
a izquierda respectivamente.

Sean 3 = {[S]}Sesﬁer y B = {[S] }Ses;';q las bases de (add(@563%6r5)> y de (add(@gesqu)

respectivamente. Ademéds consideremos las matrices:
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= M= ﬁ er 5
ﬂ{ d |<add(@365%eTS)>] 5

L N = ﬁiz el .
P [ q‘(add(@Sesqu»L,
Utilizando las matrices 9t y 91 es facil ver que:
. d)der(@SgS%”S) = min{l tal que rk(N) = rk(M+1)}.
. ¢i2q(@§esgq§) = min{l tal que rk(M') = rk(M!TH},
Como Mt = N, tenemos (ﬁder(@SES%cTS) = @zq(@gesgq?) y por lo tanto se deduce que
(bdimder(A) = ¢dimde,« (A)D
4.1.8. Moddulos ¢-testigos minimales

En esta seccién veremos qué tipos de A-mddulos ¢-testigos minimales tenemos cuando el
algebra A tiene ¢-dimensiéon méaxima, esto quiere decir que si es de radical cuadrado nulo y
¢ dim(A) =n o si A tiene miembro no vacio y ¢ dim(A) =n — 1.

Recordemos las Definicidnes 2.4.1 y 2.4.3:
Sea A un algebra con ¢ dim(A) =1 < co. Decimos que el A-médulo M es:

» un ¢-testigo si ¢p(M) =1,
» un ¢-testigo minimal si M es un ¢-testigo y rk{addM) es minimo.

Dado un A-médulo M y su descomposicién en indescomponibles M = @leMil ¢ entonces
definimos el grafo I'(M) de la siguiente forma:

= V(D(M)) = {Mi}ick-
» {M;, M;} € A(I'(M)) siy solamente si ¢p(M; & M;) > 1.

PROPOSICION 4.1.64. Si A es un dlgebra de radical cuadrado nulo y ¢pdim(A) =n o
si A tiene miembro no vacio y ¢ dim(A) = n — 1, entonces I'(Bses,S) es conexo.

Demostracion:

Si suponemos que I'(Bges,S) no es conexo, por la Definicién 2.4.3 tenemos que existen
i,7 €1,2...,n tales que ¢(S; ® S;) = 0. Esto implica que {[Q(S;)], [Q(S;)]} es un conjunto
linealmente independiente para todo [ € N. Por lo tanto rk:ﬁl«add(@gesp S))) > 2. Sigue
del Corolario 2.3.2 que la ¢-dimensiéon de A no puede ser maxima, por lo tanto fue absurdo
suponer que I'(Gges,S) no era un grafo conexo. [
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COROLARIO 4.1.65. Si A es un dlgebra de radical cuadrado nulo con ¢-dimension mdzxi-
ma (pdim(A) = n) o si A tiene miembro no vacio y ¢dim(A) = n — 1, entonces hay un
mddulo M = My @ My con My y My indescomponibles tal que ¢(M) = ¢ dim(A).

Demostracion:

Por el Lema 4.1.64 tenemos que I'(®ges,S) es un grafo conexo y usando la Proposicién
2.4.5 tenemos que existe un médulo semisimple S;, @ S;, tal que

w ¢(S;, B Si,) =n—1si ¢dim(A) =no

w $(S;, D Si,) =n—2si ¢dim(A) =n — 1y A tiene miembro.

Sea M; con j = 1,2 donde (M;) = S;, existe por la Proposicién 4.1.17. Por lo tanto si
consideramos M = M; & M; tenemos que ¢(M) = ¢dim(A). O

No todas las dlgebras con ¢-dimensién finita tienen un mddulo testigo minimal de sola-
mente dos sumandos. El siguiente ejemplo nos muestra un caso en esta situacion:

EJEMPLO 4.1.66. Consideremos el dlgebra de radical cuadrado nulo que tiene por carcaj
a:

Q= (C1—=2—=37"47)

Esta dlgebra es claramente sin miembro y por lo tanto Ky tiene una base formada por
las clases de los mddulos simples {S1, S2,S3,S4}.

La transformacion € la podemos ver en la base antes dicha de la siguiente forma:

n Q(S1) =519 Sy,

n (S) = S3,
L] Q(Sg) = 54 Yy
n O(Sy) =S38 84.

Por lo que facilmente se puede ver que rk(K1) =4 > 3 = rk(Ks2) = rk(K3), lo que impli-
ca que gbdim(u}—%) = 2. Si suponemos que M = My @& My es la descomposicion en indescom-
ponibles de un mddulo ¢-testigo, tenemos que {[QQ(M1)], [Q(Ms)]} deberian ser linealmente
independientes y {[Q%(M)], [Q*(Ms)]} tendrian que ser colineales. Como [Sa] + [S3] — [S4]

es la base del nicleo de Q tenemos que:
n So & Sy es sumando directo de (M)
= Sy es sumando directo de (Ma)

Pero como Sy es solamente submddulo del proyectivo Py y S3 es submodulo de los proyec-
tivos Py y Py, haciendo un analisis tomando en cuenta la forma del carcaj Q, el mdodulo My
no puede ser indescomponible.
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4.2. Funcion ¢ de Igusa-Todorov

En esta seccién nos dedicaremos a calcular la 1-dimensién méaxima para las algebras de
radical cuadrado nulo y daremos una descripcién completa del carcaj que tienen dichas alge-
bras. Aunque seria natural suponer que la maximalidad de la -dimensién se va a alcanzar
en las algebras donde la ¢-dimensiéon es maxima, el siguiente resultado nos muestra que no
es el caso.

PROPOSICION 4.2.1. Si ¢ dim(A) = n entonces 1 diim(A) = n.
Demostracién:

Por el Corolario 4.1.30, ¢ dim(A) = n implica que @ no tiene miembro. Por lo tanto @
no tiene pozos, y utilizando el Lema 4.1.11 se tiene que no hay ningin moédulo de dimensién
proyectiva finita salvo los proyectivos, por lo tanto ¢ dim(A) = ¢ dim(A). O

PROPOSICION 4.2.2. Si 0 < ¢dim(A4) < n — 1, entonces 1 dim(A) < n — 1+ d siendo

d la longitud del camino mds largo contenido en M(Q) terminando en un pozo de Q.
Demostracion:

Dado N un médulo con dimensién proyectiva finita, cumple dp(N) < d + 1. Ademas si
N es simple y no es inyectivo se tiene dp(IN) < d. Dado M con ¢(M) # 0, como el médulo
QP(M) (M) no tiene sumandos inyectivos simples, vale que (M) < ¢(M) +d. O

El siguiente ejemplo muestra un algebra donde la -dimensién es maxima. Usando la
proposicién 4.2.2 ¢p dim(A) < n—1+d y d a su vez es menor o igual a n —2 porque M(Q) no
contiene ciclos y C(Q) es no vacio y por lo tanto tiene al menos un vértice (en caso contrario
por el Lema 4.1.10 ¢ dim(A) < n — 1). En resumen ¢ dim(A) < 2n — 3.

EJEMPLO 4.2.3. Sea A el dlgebra de caminos de radical cuadrado nulo con el siguiente

Q:Cl 2 3 n

Sabemos por la Proposicion 4.1.17 que existe M tal que Q(M) = &, S; , y que ¢(M) =
n—1. Como ademds Q(PI_S;) = ®I'_1S;, tenemos entonces que Y(M) = ¢(M) + dp(S2) =
n—1+n—2 = 2n—3. Por lo tanto, por la proposicion anterior, resulta que 1 dim(A) = 2n—3.

carcaj:

El siguiente teorema nos dice la forma exacta que debe tener el carcaj para que la -
dimensién sea maxima:

TEOREMA 4.2.4. Sin > 4 entonces A tiene ¢-dimension mdzima (1 dim(A) = 2n — 3)
si y solamente si M(Q) esta totalmente ordenado, @ tiene un unico pozo, C(Q) tiene un
unico vértice y varios lazos, y el carcaj Q) tiene la forma:
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————

c(@Q) M(Q)
donde alguna de las flechas que salen de C(Q) tiene que llegar a la fuente de M(Q).

—_

Demostracion:

Para alcanzar la maximalidad de la ¥-dimensién se necesita que ¢ dim(A4) =n —1y que
M(Q) # 0 por lo visto en la Proposicién 4.2.2 y el Ejemplo 4.2.3. Como ¢ dim(A) =n — 1
y M(Q) # 0 por la Proposicién 4.1.27, concluimos que el miembro estd totalmente ordenado.

Si M(Q) no tiene un pozo de @, entonces la dimensién proyectiva de cada mddulo
simple, y por lo tanto de cada moédulo, no es finita. De ahi tendriamos nuevamente que
1 dim(A) = ¢dim(A) = n — 1. Finalmente si no llega ninguna flecha a la fuente de M (Q)
entonces tendriamos que @ tiene un pozo y una fuente, y de ahi ¢ dim(A) < n — 1 lo que
seria absurdo.

Reciprocamente podemos calcular la 1)-dimensién de las algebras de esa forma de manera
analoga a como lo hicimos en el Ejemplo 4.2.3.0J

A diferencia de lo visto en el Teorema 4.1.63, la ¥-dimension a izquierda o a derecha no
siempre coinciden. Esto muestra el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 4.2.5. Consideremos a A el dlgebra de radical cuadrado nulo con el siguiente

carcaj:
Q= Cl 9 3 S n

Como vimos en el Ejemplo 4.2.83 ¢ dim A = 2n — 3.

Ahora para calcular la ¥-dimension de AP que también es un dlgebra de radical cuadrado
nulo, notemos que su carcaj es de la forma:

QOP: 1 2 3 p

Dicha dlgebra no tiene mddulos de dimension proyectiva finita a menos de los mddu-
los proyectivos, por lo tanto ¥ dim(AP) = ¢dim(A?) < n. La desigualdad se basa en la
Proposicion 4.1.21 ya que Q°P tiene miembro.
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Capitulo 5

Algebras Gorenstein

En este capitulo se exhibe la relacién existente entre la ¢-dimensién y la i-dimensién
en las algebras que son n-Gorenstein. Como consecuencia de la simetria que admiten. Para
dichas algebras se probara que la ¢-dimension a derecha e izquierda coinciden.

Usaremos la siguiente notacion para simplificar la escritura:

NOTACION 5.0.6. Denotaremos con (-)* al funtor Homy(-, A), o sea que

» M* =Homy (M, A) para todo A-mdédulo M y

» f*=Homu(f, A) para todo morfismo de A-mddulos f.

DEFINICION 5.0.7. Decimos que un A-mdédulo finitamente generado G es Gorenstein
proyectivo si exriste una sucesion eracta:

p-1 Ppo P b2

P_4

Py Py Py

donde G = Kerpg, P; es un modulo proyectivo para todo i € Z vy al aplicar el funtor
Homa(-, A) obtenemos la siguiente sucesion exacta larga:

* * *

p1* «
P

p2* Po

Py = Py*
Las siguientes propiedades son conocidas:

OBSERVACION 5.0.8. Dada un dlgebra A tenemos que:

1. La suma directa de modulos Gorenstein proyectivos también es un modulo Gorenstein
proyectivo.

2. Todo sumando directo de un mddulo Gorenstein proyectivo también es un mddulo
Gorenstein proyectivo (ver [Zh]).

79
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3. Todo mddulo proyectivo tambien es Gorenstein proyectivo.
NOTACION 5.0.9. Dada un algebra A, denotaremos con:

= GPy4 ala subcategoria plena de los A-mddulos finitamente generados que son Gorenstein
proyectivos.

» [GP4] al subgrupo de Kq formado por los elementos [G], donde G es un mddulo de
GPy4.

PROPOSICION 5.0.10. Dada un dlgebra A tenemos que [GPa] € N2 K; y Q([GPa]) =
[GPa).

Demostracion:

Dado un médulo Gorenstein proyectivo indescomponible G que no es proyectivo, cumple
G = Kerpg donde pg es un morfismo en una sucesiéon exacta como sigue:

p-2 p-1 Ppo p1 p2

P_s P_q Py Py Py

con P; proyectivo para todo i € Z

Es claro que [G] = Q([Kerp:]), donde el médulo Kerp; también es Gorenstein proyectivo.
Es claro tambien que Q([G]) = [Kerp_1] De lo ultimo se tiene que Q([GP4]) = [GP4] y que
[GP4] C K;. Inductivamente se deduce que [GP4] C N2 K;. O

DEFINICION 5.0.11. Decimos que un dlgebra es CM finita si hay una cantidad finita
de A-maddulos Gorenstein proyectivos indescomponibles salvo isomorfismos.

El resultado que sigue es un caso particular del Corolario 5.0.28 pero ofrecemos una
demostracién por ser muy elemental.

PROPOSICION 5.0.12. Si A es un dlgebra CM finita, entonces #(G) = 0 para todo
mddulo Gorenstein proyectivo.

Demostracion:

_ Por la Proposicién 5.0.10 tenemos que Q([GPa]) = [GP4]. Como [GP4] tiene rango finito
Y Qigpy) : [GPa] — [GPa] es sobreyectiva entonces tiene que ser un isomorfismo, de lo que
se deduce que ¢(D(gegp,)G) = 0y por lo tanto se deduce la tesis.[]

Surge de [AR1] la siguiente definicién:

DEFINICION 5.0.13. Decimos que un dlgebra de Artin A es n-Gorenstein si di(Ay) < n
y di(4A) < n conn € N. Decimos que un dlgebra de Artin es un dlgebra Gorenstein si el
dalgebra es n-Gorenstein para algin n € N
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En las dlgebras de Artin son equivalentes la definicién de dlgebra n-Gorenstein y qué di(A4) <
ny dp(D(44)) < n.

Para el siguiente resultado ver ([Zh]) y ([EJ]). Dicha proposicién muestra que en las
algebras n-Gorenstein K, C [GP4].

PROPOSICION 5.0.14. Sea A un dlgebra n-Gorenstein. Si tenemos una sucesion exacta:

Pn—-1 p1 Po

Py M 0

Py

0—=K—=PF1
donde los P; son proyectivos entonces K es Gorenstein proyectivo.

Como consecuencia directa de las Proposiciones 5.0.10 y 5.0.14 se obtiene el siguiente
corolario:

COROLARIO 5.0.15. Si A es un dlgebra n-Gorenstein entonces [GP4] = K.

DEFINICION 5.0.16. Dada un dlgebra de Artin A, definiremos con LA a la subcategoria
plena de modA que consiste en los A-mddulos M tales que Ext'y (M, A) =0 para todo i > 1.

PROPOSICION 5.0.17. Si A es un dalgebra tal que diAs < n, dada una sucesion exracta:

Pn—1 P po

P P[) M 0

OHKHPn—l

donde los P; son A-mddulos proyectivos entonces K € +A.
Demostracion:
Usando el Lema de Décalage (Lema 1.1.17), tenemos que Exti‘(K? A) = Ext! (Q*(M), A) =

Ext’t*(M, A). Usando el hecho de que diA < n se deduce que Exty(K, A) = 0 para i € N.
(]

PROPOSICION 5.0.18. GP4 es una subcategoria plena de LA.
Demostracién:

Hay que probar que para todo médulo Gorenstein proyectivo G se tiene que ExtYy (G, A) =
0 para todo ¢ > 1. Para esto nos alcanza probar que Exth(G, A) = 0 para todo médulo Go-

renstein proyectivo.

Supongamos que la siguiente sucesién exacta

verifica que G =2 Kerpg = Imp_1 y que la siguiente sucesion es exacta
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* * * * *
p1 Po p-1 p—2
* * *
P Py

p2
P ¥ s Pyt

() Py
Como el funtor Homy(+, A) es exacto a izquierda la sucesién exacta corta

0 a—t-n G’ 0

se transforma en la sucesién exacta que sigue:

®

0 G Py* a G*

Afirmacién p* es un epimorfismo.

Sea f : G — A un morfismo de A-mdédulos. Por la definicién de G p_; se factoriza como
sigue:

p-1 PO
NS
G
tenemos que frp_s = 0 y por lo tanto fm estd en la imagen de p_1* por la exactitud de
(x), lo que significa que hay un mapa A tal que Apy = fr. Usando la factorizacién de p_;

tenemos que A\um = fmr, y como 7 es un epimorfismo, Ay = f de lo que se deduce que u* es
un epimorfismo. [

P

Como corolario de la proposicién anterior se obtiene el siguiente resultado conocido:

COROLARIO 5.0.19. Si G es un A-médulo Gorenstein proyectivo, entonces Extfg(G, L) =
0 para todo mddulo de dimension proyectiva finita.

Demostracion:
Hagamos la prueba por induccién en la dimensiéon proyectiva de L.
Si L es un modulo proyectivo el resultado se deduce de la Proposicién 5.0.18.
Supongamos ahora que para todo A-médulo M tal que dpM < h se sabe que Extil(G , M) =

0 para 7 > 1. Tenemos que probar que para cada A-mdédulo L con dpL = h se cumple la
tesis. Sea la sucesién exacta corta
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donde P es un cubrimiento proyectivo del A-médulo L. Al aplicar el funtor Hom 4 (G, ) a la
sucesion exacta corta de arriba se obtiene la siguiente sucesion exacta:

.. — Ext!(G, P) — Ext'(G, L) — Ext'*1(G, M) — - --

y como EX‘U’A(G, M) = Ext%(G,P) = 0 para i > 1 pues dpM = h — 1 y P es proyectivo, se
tiene que Ext(G,L) =0 para ¢ > 1. J

Otro resultado conocido es el siguiente:

PROPOSICION 5.0.20. Los médulos Gorenstein proyectivos son modulos proyectivos o
tienen dimension proyectiva infinita.

Demostracion:

Supongamos que la dimensién proyectiva de un médulo Gorenstein proyectivo G es n
donde 0 < n < oo. Supongamos que la siguiente es una resolucién proyectiva minimal de G

Pn Pn—1 p1

0—=P, P, Py &

Py G 0

Como n > 1 y ademds tenemos que Ext" (G, P,,) = 0 por la Proposicién 5.0.18, tenemos
que el mapa inducido Homg(P,—1,P,) — Homu(P,, P,) es sobreyectivo y por lo tanto
implica que el mapa p,, se escinde, lo que es absurdo pues supusimos que n era la dimensién
proyectiva de G.OJ

OBSERVACION 5.0.21. Dada un dlgebra A tenemos que A es cerrada por extensiones
y en particular es cerrada por sumas directas finitas de mddulos. Por otro lado todo sumando
directo de un mddulo de A estd también en L A.

NOTACION 5.0.22. Denotaremos con [+ A] al subgrupo de Ky formado por los elementos
[M] donde M es un mddulo de +A.

DEFINICION 5.0.23. Dada una subcategoria plena C de modA, definimos la categoria
estable por proyectivos C de la siguiente forma:

= Los objetos de C son los mismos objetos de C.

» Los morfismos Home (M, N) = %, donde P(M,N) es la clase de morfismos

entre M y N que factorizan por algin modulo proyectivo.

= La composicion es la inducida de C.

El siguiente lema se encuentra en [FLM], por conveniencia del lector se ha agregado la
prueba.

LEMA 5.0.24. Sean A un dlgebra de Artin y M, N € modA, entonces son equivalentes:
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1. M @& Py(N)= N @ Py(M) en modA.

2. M = N en modA.

3. [M] =[N] en K(A).
Demostracion:

(1 = 2) Es claro.

(2=1) Sea M = N en modA. Entonces tenemos el siguiente diagrama en modA

o (N

(V)
M N

P,
g
M—2—>N ’
N 2T
Py(M)

donde 1j;—Ba =myjm y In—af = wyjn. Ademads, como tanto 7wy v 7wy son epimorfismos,
existen morfismos fy; : Po(M) — Po(N) y fn : Po(N) — Py(M) tales que satisfacen las
igualdades my fn = 87N, mn far = ampyy. Por lo anterior tenemos el siguiente diagrama:

M @ Py(M) £ N @ Py(N) —%> M @ By(N)

. (6% TN . ﬁ TM
dondeF_(iM —fN>yG_<jN _fM>

Afirmacién: Las composiciones F'G y GF' son isomorfismos.

Sea p = jymm + fnvfu € Enda(Po(M)). Por las igualdades vistas antes tenemos que

1n 0
FG = . . .
( JMB = NN 1 )
Como mys es minimal a derecha, es suficiente probar que myu = mys. Esto se debe a

que Ty = Tarim e + TN v = Tvivmar + BN fu = Tvivmr + Bartyr = (mariv +
Ba)mar = 1ymar = mpr. Andlogamente se prueba que GF' es un isomorfismo.

(2 & 3) Se concluye del hecho que los médulos proyectivos forman la clase de objetos
nulos en modA. [J

El siguiente resultado se encuentra en [AB] en una versién méas general y sin una de-
mostracién explicita. Para comodidad del lector decidimos agregar la siguiente prueba:
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LEMA 5.0.25. Q: YA — LA es un funtor fiel y pleno.
Demostracion:

Dado un médulo M en A se sabe que la sizigia Q(M) vista en modA es tinica a menos
de isomorfismos, por lo tanto estd bien definido 2 a nivel de objetos de modA.

Dado un mapa f : M — N, entonces existe un mapa €(f) tal que se verifica el siguiente
diagrama conmutativo:

0 QM) M pyy T 0y 0

iﬂ(f) lp Lf
0 QN) X~ Py s N 0

Supongamos que f se factoriza por un proyectivo P de la siguiente manera:

! N
P
Como P es proyectivo existe un mapa u : P — Py tal que myu = j y por lo tanto
se tiene que myuhmys = fmyr de lo que se deduce que wyp — myuhmy = 0 y por lo tan-
to existe o : Pyy — Q(N) tal que iya = p — uhmy. Como iyaiyy = (p — uhmar)ipr y

maring = 0, se deduce que iyaiy = inQ(f) de la que obtenemos Q(f) = aiyy, v finalmente
el mapa Q(f) es nulo en modA. Con esto tenemos que €2 : modA — modA esta bién definida.

M

Tenemos siguiente diagrama conmutativo con filas y columnas exactas:

(-)oin

0 — Hom(M, 2(N)) L Hom(Pys, (V) X Hom(Q(M), Q(N)) ——>

ino(") ino() ino(-)
(~)O7T1M (~)OZ‘]M
0 — Hom(M, Px) Hom(Pyy, Py) Hom(Q(M), Py) ——0
7TNO(~) 7T1\]O(~) 7I'NO(-)
0 Hom(M, N) — ™ Hom(Pys, N) — M. Hom(Q(M), N) —

Ext! (M, Q(N)) 0 Ext!(Q(M), Q(N))
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a partir de él construiremos la inversa de la funcién Q‘MA( M,N)* Dado el morfismo de
moédulos f € Homy4(Q(M),Q(N)) aplicamos iyo(-) y tenemos que iy f € Homy (Q(M), Py ).
Como (+) oips es un epimorfismo tenemos que existe g € Homy(Pyy, Py) tal que giny = inf.
Ahora aplicamos 7y o (+) a g y tenemos que myg € Homa (P, N). Como el diagrama es
conmutativo implica que mngiy = mniny f = 0, por lo tanto existe h € Homy (M, N) tal que
hmy = TNg.

A partir de lo visto en el parrafo anterior definimos:

H: MA(Q<M)7Q(N)) _>HO7H1A(M) N)
con H(f)=h.

Afirmacién: H es una funcién.
Para ver que esta bien definida hay que verificar que:

1. H no depende de la eleccién de g hecha antes.

2. Si el mapa f factoriza por un proyectivo entonces h también lo hace.

1. Podemos suponer que g; y g2 son dos preimégenes distintas por (-)oiys de iy fy hy1y ho
son los mapas respectivos tales que h;my = myg; parai = 1,2. Como (g1 —g2)oin =0
esto implica que existe © € Hom 4 (M, Py) tal que g1 — g2 = xmps. Como el diagrama es
conmutativo y el mapa (-)omys : Homy (M, N) — Hom 4 (Pas, N) es inyectivo, sabemos
que 7N (g1 — g2) = h1 — he, por lo tanto h; — hs factorizan por un proyectivo y definen
la misma clase en Hom(M, N).

2. Supongamos que el mapa f factoriza por un proyectivo. Por lo tanto existe z €
Hom(Pys, Q(N)) tal que zipy = f. Como el diagrama es conmutativo, el mapa
inz € Homq(Pys, Py) verifica que iyzipy = inf. Finalmente como myiyz = 0y
(+) o mas es un monomorfismo, se tiene que h tiene que ser equivalente al mapa 0 en
Homu (M, N).

Afirmacién: H : Hom 4 (Q(M), Q(N)) — Hom 4 (M, N) es la inversa de Q‘HomA(MN) :
Hom, (M, N) — Hom 4 (Q(M), Q(N)).

Veamos que H (£2(h))—h factoriza por un proyectivo. Dado h € Hom 4 (M, N) tenemos que
hmyr € Homg(Pas, N) y como my o (+) es sobreyectiva, entonces existe g € Homy (Pay, Py)
tal que mng = hmy. A g le aplicamos () oips y tenemos que giyy € Homa (M), Py)
y mas precisamente gips € Kermy o (+). Por lo tanto existe f € Hom(Q2(M),Q(N)) tal
que iy f = gip. Dicho f verifica que f — Qh factoriza por un proyectivo. Ahora como H
estd definida como mapa entre Hom 4 (2(M), Q2(N)) — Homu4 (M, N), por su construccién
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tenemos que H(f) — h factoriza por un proyectivo por lo tanto H{) = 1HomA(M N)-

Andlogamente se ve que Q(H(f)) — f factoriza por un proyectivo. [J
PROPOSICION 5.0.26. ¢(M) = 0 para todo médulo de +A.

Demostracion:

Probaremos que ﬁ“i 4] es inyectiva, de lo que se deduce la tesis usando la Observacion
2.1.5. Supongamos que kerﬁ\[ 14 # 0, quiere decir que hay elementos [M1] y [M2] en [+ A]

tales que Q([M;j] — [M3]) = 0, entonces Q([M;]) = Q([M3]) que por definicién implica que
[Q(M7)] = [Q(M7)] o equivalentemente por lo visto en el Lema 5.0.24 Q(M;) = Q(Ms) en L A.

Como © : LA — LA es un funtor fiel y pleno, por el Lema 5.0.25, M; = M5 en )
equivalentemente por el Lema 5.0.24 [M;] = [M3].00

Ofrecemos a continuacién un ejemplo donde + A S {M € modA tales que ¢(M) = 0}.

EJEMPLO 5.0.27. Sea el dlgebra de caminos HE—QQ donde el carcaj @Q estd dado de la siguiente
forma:

|

N>
o <— gl

] — ) <—

Es claro que Ext!(Sy, Ps) # 0 ya que tenemos la sucesion exacta corta:

0 Ps I Si 0

pero como dpS1 = oo se tiene que ¢(S1) = 0 por lo que tenemos la siguiente inclusion estricta
tAC{M e modﬂ%2 tales que ¢(M) = 0}.

COROLARIO 5.0.28. ¢(G) = 0 para todo médulo de GP4.

Con la siguiente proposicién obtenemos una nueva familia de algebras con la ¢-dimensién
finita:

PROPOSICION 5.0.29. Si A es un dlgebra tal que diA < n entonces ¢pdim(A) < n.
Demostracion:
Por la proposicién 5.0.17 y desigualdad de la Proposicién 2.1.10 tenemos que todo médulo

M verifica (M) < n + ¢(K) con K €+ A. Usando ahora la Proposicién 5.0.26 se deduce
que ¢(M) <n.O
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Como consecuencia directa de la Proposicién 5.0.29 tenemos el siguiente resultado para
algebras Gorenstein:

PROPOSICION 5.0.30. Si A es un dlgebra n-Gorenstein entonces ¢ dim(A) < n.
COROLARIO 5.0.31. Si A es un dlgebra n-Gorenstein entonces fin dim(A4) < n.
También resulta que la familia de dlgebras Gorenstein tienen la 1-dimension finita:

PROPOSICION 5.0.32. Si A es un dlgebra n-Gorenstein entonces ¢ dim(A) < n.
Demostracion:

Consideremos un A-médulo M con ¢(M) =k < n.

= Si k = n tenemos que Q¥F(M) es un médulo Gorensten proyectivo por la Proposicién
5.0.14, por lo que cada sumando directo de él es proyectivo o de dimensién proyectiva
infinita. De esto se deduce que (M) = ¢(M) =k < n.

» Si k < n, supongamos el A-médulo N es sumando directo de QF(M), si consideramos
la resolucién proyectiva de N hasta el paso n — k — 1. Esto nos da la siguiente sucesién
exacta:

Pn—1

Pr+1 Pk

P N 0

0 K Pr Py

donde, como consecuencia de la proposicién 5.0.14, el médulo K es Gorenstein proyec-
tivo, por lo tanto IV es de dimensién proyectiva infinita o la dimensién proyectiva de
N es menor o igual an — k. O

LEMA 5.0.33. Si A es un dlgebra Gorenstein con dpD AP = r entonces diA = r.
Demostracion:

Supongamos que tenemos la siguiente resolucién inyectiva de A como A-médulo:

Pn—1 ds—l

I Is—y I 0

0 A Iy
donde s > r y suponemos que sea minima (observar que existe una resolucién inyectiva
finita por hipotesis). Consideremos Ks_1 = Ker(ds—1), con él podemos formar la siguiente
sucesiéon exacta corta:

ds—
0 Ks—l Is—l -

I 0

Como K, 1 = Q 51(A), aplicando el Lema de Décalage (Lema 1.1.17) tenemos que
Ext! (DA K, 1) = Ext'(DA® Q™51 A) = Ext*(DA, A) = 0, siendo la tiltima igualdad
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debida a que dpDA°? = r. De esto se deduce que el mapa ds;_1 escinde y por lo tanto la
sucesion:

Pn—1

0 A Io Il Ks—14>0

es una resolucion inyectiva, lo que es absurdo por la minimalidad de s. Si ahora suponemos
que s < r dualmente se prueba que es absurdo de lo que se concluye la afirmacién. [

COROLARIO 5.0.34. Dada un dlgebra Gorenstein A. Se tiene que

¢pdim A =1 dim A = min{n € N: A es n-Gorenstein} = fin dim(A)

Demostracion:

Por las Proposiciones 5.0.30 y 5.0.32 tenemos que ¢dim A < m y que pdim A < m.
Ahora usando el Lema 5.0.33 deducimos que ¢ dim A = ¢p dim A = m. [J

Como consecuencia para A un dlgebra Gorenstein tenemos que:

|¢dim A =) dim A = ¢ dim A = ¢ dim AP

EJEMPLO 5.0.35. Consideremos la k-dlgebra KTQ donde:

a B
0= C‘1$O

€ I:: «127ﬁ27705_'ﬂ70'

Como P(1) = I(2) y di(P(2)) = 1 y dp(I(1)) = 1 concluimos que el dlgebra @ es

1-Gorenstein y que no es autoinyectiva, por lo tanto qﬁ’dimg = ¢ dim @ =1.

5.1. Aplicaciones

Esta seccion exponen ejemplos conocidos de algebras Gorenstein.

5.1.1. Algebras Gentiles

Un ejemplo importante de dlgebras Gorenstein son las algebras Gentiles. Para ver las
definiciones y las demostraciones en detalles ir al Apéndice.

DEFINICION 5.1.1. Decimos que una k-dlgebra es Biserial Especial si es morita equi-
valente a un algebra g donde I es un ideal admisible que cumple las siguientes condiciones:
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= Fn cada vértice empiezan a lo sumo dos flechas.
= En cada vértice terminan a lo sumo dos flechas.
= Para cada flecha B € Q1 hay a lo sumo una flecha v € Q1 tal que By no estd en I.

= Para cada flecha B € Q1 hay a lo sumo una flecha o € Q1 tal que af no estd en I.

DEFINICION 5.1.2. Dada A una k-dlgebra, decimos que es un Algebra Gentil si es
Biserial Especial y las siguientes condiciones se satisfacen:

= [ estd generado por caminos de longitud 2.
= Para cada flecha 8 € Q1 hay a lo sumo una flecha v' € Q1 tal que B estd en I.

» Para cada flecha 8 € Q1 hay a lo sumo una flecha o/ € Q1 tal que o/ estd en I.

TEOREMA 5.1.3. ([GR]) Sea A = @ un dlgebra Gentil con n(A) la longitud mdzima de
paseos criticos que empiezan en una flecha gentil, entonces

= dig(A) =n(A) = dpaD(A) sin(A) >0y
w digA =dpsD(A) <1 sin(A)=0.

En particular A es (n(A))-Gorenstein.

COROLARIO 5.1.4. Sea A = g un dlgebra Gentil con n(A) la longitud mdzima de paseos
criticos que empiezan en una flecha gentil, entonces
¢ dim(A) = ¢ dim(A4) = n(A).
Demostracion:
Por las Proposiciones 5.0.30 y 5.0.32 sabemos que ¢ dim(A) < n(A) y que ¢ dim(A) <

n(A) ya que por el teorema anterior el dlgebra A es n(A)-Gorenstein, donde n(A) = dpaD(A).
(]

5.1.2. Algebras inclinadas de conglomerado

Un algebra A es inclinada de conglomerado si A = End¢(7'), donde C es una categoria
de conglomerado de un algebra hereditaria y T" es un objeto inclinante sobre dicha categoria
(ver [BMRRT]).

En [KR] se prueba que las élgebras inclinadas de conglomerado son 1-Gorenstein, como
consecuencia de ello tenemos el siguiente corolario:
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COROLARIO 5.1.5. Si A es un dlgebra inclinada de conglomerado que no es autoinyec-
tiva, entonces ¢ dim(A) = ¢ dim(A) =1

La clase de algebras de conglomerado estd incluida extrictamente en la clase de algebras
con ¢-dimensién y -dimensién iguales a 1.

EJEMPLO 5.1.6. Consideremos nuevamente el dlgebra g, donde Q) es un carcaj de la
forma:

C“i N 2’@

y el ideal I es generado por {a?, 3%, ya — By}.

Como vimos en 2.9.2, (bdim(g) = wdim(g) =1, pero @ no es un dlgebra inclinada

de conglomerado.
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Capitulo 6

Funciones de Igusa-Todorov para
Coalgebras

El primer objetivo de este capitulo es la definicién de las funciones de Igusa-Todorov
para la categoria de modulos finitamente generados en codlgebras semiperfectas. El segundo
objetivo es describir mediante la utilizacién de la funcién ¢ de Igusa-Todorov a las codlgebras
quasi-co-Frobenius.

En lo que sigue C' indicard una codlgebra sobre un cuerpo k y se denotard con M® y
€ M las categorfas de comédulos sobre C' a derecha y a izquierda respectivamente y con M]q

y M ¢ sus respectivas subcategorias de comddulos de dimensién finita.

Otra aspecto a remarcar es que tanto M, ©M, M]q y C/\/lf son categorias de
Grothendieck por lo tanto verifican el Teorema de Krull-Remak-Schmidt-Azumaya (Teo-
rema 1.5.4).

Este capitulo conforma el trabajo [HLM].

DEFINICION 6.0.7. Sea C una codlgebra semiperfecta. Definimos K(C') como el grupo
abeliano libre generado por todos los simbolos [M] con M € M]q bajo las relaciones:

1. [A]=[B]+[C] sst A= BaC,

2. [I] si I es inyectivo.

A K(C) lo podemos ver como el grupo abeliano generado por las clases de isomorfismo
de los comddulos finitamente generados indescomponibles que no son inyectivos, esto es de-

bido a que la categoria de comédulos vale el Teorema de Krull-Remak-Schmidt-Azumaya.
De hecho este conjunto da una base para K(C).

93
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Notar que si C' es semiperfecta a izquierda, la envolvente inyectiva de un comédulo de di-
mensién finita es también de dimensién finita. El operador cosizigia 2!, por lo antes dicho,
aplicado en comddulos de dimensién finita da comédulos de dimension finita. El operador

Q! induce un morfismo de grupos Q' K(C)— K(C).

NOTACION 6.0.8. Si M es un C-comddulo de dimension finita, entonces (addM) denota
al grupo libre generado por los sumandos indescomponibles que no son inyectivos de M.

DEFINICION 6.0.9. Definimos la funcion ¢ de Igusa-Todorov (a derecha) para
M e M? como:

©der (M) = min {l SR a ) caddany es un isomorfismo para todo s € N} .

Andlogamente se define ¢;.4. Denotaremos simplemente con ¢ a la funcién de Igusa-
Todorov pues el contexto evitard confusion.

DEFINICION 6.0.10. Para una codlgebra C' definimos:
¢ dim(M ) = sup {p(M) con M € C./\/lf} (para Csemiperfecta a derecha),
gpdim(M?) = sup {p(M) con M € M]q} (para C'semiperfecta a izquierda).

El siguiente ejemplo muestra que ¢ dim(M 7)Yy godim(/\/l?) no coinciden en general:

EJEMPLO 6.0.11. Consideremos el carcaj

Q= - 4 3 2 1 0

y sea C la codlgebra cuyos elementos son las combinaciones lineales de los caminos de k@
de longitud menor o igual a 1. Cada comddulo M € C./\/lf se puede ver como representacion
sobre kQ (M;,T;)ien, donde T; : M1y — M; es tal que T;.T;y1 = 0, para cada i € N. Se
puede ver que estos comodulos se pueden descomponer como sumas directas de las siguientes
representaciones (ver [S]):

donde las primeras representaciones son comodulos inyectivos y las representaciones de la
sequnda fila corresponden a comdédulos simples. Como (M @® I) = ¢(M), cuando I es un
comddulo inyectivo, para probar que (M) = 0, para cada M in CMf, es suficiente probarlo
para comodulos cosemisimples.
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Si consideramos:

M=...-%.9-%. 20 Vi 0 _..._0 1% 0 Vo .
aplicando luego Q™ a M obtenemos la siguiente representacion:
Q_l(M) — ... 0 0 0 Vk 0 0 ‘/1 0 ‘/b 0

Por lo tanto los rangos (Q~H(M)) y (M) son iguales, y entonces, por induccion (ya que
Q~1(M) es cosemisimple), los rangos de (2~ "(M)) y (M) son iguales. Entonces p(M) =0
para cada comodulo cosemisimple de C./\/lf, y por lo tanto ¢ dim( CMf) =0.

Por otro lado, los C-comddulos a derecha pueden ser vistos como las representaciones
sobre Q' (M;, T;)ien donde T; : M; — M1 es tal que Tj11.T; = 0, para todo i € N donde

Q’:... 4 3 2 1 0

Los C-comddulos a derecha:

M, = - 0 0 0 0 0 k o . _0 0 0 0

(donde el espacio vectorial k estd en el lugar n), tiene dimension inyectiva n, por lo que
o(M,) =n y finalmente godim(/\/lj(cj) = co. En particular ¢ dim( “ M) # gpdim(M]q).

NOTACION 6.0.12. A partir de ahora denotaremos con ¢ dim(C) a gpdim(/\/l?)

DEFINICION 6.0.13. Se dice que una codlgebra C' es:

» quasi-co-Frobenius a izquierda (qcF a izquierda), si cada C-comddulo inyectivo
a derecha es un comddulo proyectivo.

» quasi-co-Frobenius a derecha (qcF a derecha), si CP es qcF a izquierda.

6.1. Coalgebras quasi-co-Frobenius a izquierda.

En esta seccién probaremos que una codlgebra C' es quasi-co-Frobenius a izquierda si y
solamente si C' es semiperfecta a izquierda y ¢ dim(C) = 0. Los préximos lemas son necesarios
para demostrar dicho resultado.

LEMA 6.1.1. Sea C una codlgebra semiperfecta a izquierda con ¢ dim(C) = 0. Para cada
comddulo a derecha simple S, donde Top(E(S)) estd definido y es también simple.

Demostracion:
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Como E(S) es de dimension finita, también lo es Top(E(S)) (v por lo tanto estéd definido).
Probemos que es simple.

Supongamos que hay dos C-comdédulos a derecha simples 57, S3 tales que S1 @ S2 es un
sumando directo de T'op(E(S)), y consideremos las siguientes sucesiones exactas:

o1 0—— Ky ——= E(5) S1 0
o9 0—— Ky —— E(5) So 0
o3 : OHK:&HE(S)HSl@tSEHO

Notemos que E(S) tiene zécalo simple, y que K; es un comdédulo indescomponible (pues
su zécalo es simple) que no es inyectivo, para ¢ € {1,2,3}. Ademads, K; es no nulo, para
i € {1,2,3}, ya que S7 y Sy son no nulos. También, es claro que K; 2 K3, para i € {1,2}.
Por lo tanto tenemos que rk({[K1], [K2], [K3]}) > 2. Notemos también que E(S) es la envol-
vente inyectiva de K;, para i € {1,2,3}. Esto implica que S; = Q71(K}) y S2 = Q71 K2).

Si S1 = S, entonces rk({[S1], [S2], [S1 @ S2]}) = 1, lo que implica ¢(K; @ K2 P K3) >
1, contradiciendo ¢ dim(C) = 0. En caso contrario, tenemos que rk({[S1], [S2], [S1 D S2]}) =
2. Por otro lado K % Ky, resulta que rk({[K1], [K2], [K3]}) = 3, lo que es nuevamente una
contradiccién.[]

El siguiente es un resultado técnico que necesitaremos en la prueba del Teorema 6.1.8:

LEMA 6.1.2. Sea f : @,.;U; — V un epimorfismo de C-comddulos a derecha, V' con
top(V) simple. Entonces para algin i € I, f; : Uy — V definida al restringir f a U; es
sobreyectiva.

Demostracion:

Como el top de V es simple, tiene un tnico subcomoédulo maximal M. Si, para todo i € I, te-
nemos que f; no es sobreyectiva, entonces Im(f;) C M, por lo tanto Im(f) = > .., Im(f;) C
M, contradiciendo que f es sobreyectiva.l]

i€l

6.1.1. Comoédulos f-proyectivos.

DEFINICION 6.1.3. Decimos que un comddulo de dimension finita a derecha (izquierda)
sobre C es f-proyectivo si es proyectivo en la categoria ./\/ljg (C./\/lf)

Es claro que un comddulo proyectivo de dimensién finita es un f-proyectivo. El Corolario
6.1.7 prueba que en el caso de las coalgebras semiperfectas es cierto el reciproco. Comencemos
probando un resultado general en esta direccién.
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PROPOSICION 6.1.4. Sean X, M C-comddulos a derecha, donde X es de dimension
finita. St I:]xtlc(X7 M) # 0, entonces hay un subcomddulo M C M con zécalo finito tal que
Ext& (X, M) # 0.

Demostracion:

Como Ext, (X, M) # 0, existe una sucesién exacta corta que no escinde

01 : 0 M U X 0.

Consideramos la sucesién exacta corta a continuacién:

€: 0—>ML>E(M):€BE/\L>K—>Q,
AeA

donde (E(M), j1) es la envolvente inyectiva de M y E) es indescomponible para todo A € A
y aplicamos el funtor Home (X, —) a dicha sucesién exacta. A partir de lo hecho obtenemos
la sucesién exacta larga:

0 — Home (X, M) — Home (X, E(M)) iR Home (X, K) — Exts(X, M) — 0

Como 0 # §; € Ext}(X, M), se deduce que p* no es sobreyectiva, o sea hay un morfismo
f: X — K tal que f & Im(p*).

Como X es un comédulo de dimensién finita, I'm(f) C K también lo es, por lo tanto hay

un conjunto finito Ag C A tal que Im(f) C p(@ren,Er). Consideremos K = p(@aen,Er) ¥
P @ren, Ex — K la restriccién de p. Notemos que Im(f) C K.

Consideremos f : X - Ky : K — K tales que ¢ f = f. Observemos que no existe
ningin g € Home (X, ©aen, Ey) tal que f = fg, en caso contrario tendriamos f = 1pg = pLog,

donde 1 : aca,Ex — ®reaEr = E(M) es la inclusion.

Consideremos el siguiente diagrama:

0 0—= N —> @ien, Bx "+ K —>0,
T
€: 0 M E(M) & K 0

donde M es el nicleo de py v es la restriccion de ¢g a M. Como cada E) tiene zécalo simple
y Ag es un conjunto finito, tenemos que M también tiene zdcalo finito. Aplicando el funtor
Home (X, _) a o, obtenemos la siguiente sucesién exacta:
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0 — Home(X, M) — Home (X, @ Ex) % Home (X, K) — Extl (X, M) — 0
AEAQ

Como f ¢ Im(5*), deducimos que 5* no es sobreyectiva, por lo tanto Ext (X, M) # 0.0

DEFINICION 6.1.5. Decimos que Co CC1 C---CCy, C--- CC esla serie corradical
de la codlgebra C si:

» Cy es el corradical de C' (la suma de todas las subcodlgebras simples de C')

» C =AY C®Cp_1+Co®C) param > 1.

COROLARIO 6.1.6. Si C es una codlgebra con serie corradical finita y X es un comddulo
a derecha de dimension finita que mo es proyectivo, entonces hay un comodulo a derecha
simple S tal que Ext& (X, S) # 0.

Demostracion:

Si X no es un comédulo proyectivo, existe un comédulo M tal que Extlc(X , M) # 0.
Como C tiene serie de corradical finita, existe la siguiente serie de Loewy para M: 0 = My C
M1CM2C"'CMn:M.

Ahora, por induccion, es claro que, si Ext%;(X , M) # 0, entonces para algin 1 < i < n,
Extl (X, M;/M;_1) # 0 (notar que M;/M;_1 es cosemisimple).

Usando la Proposicién 6.1.4, obtenemos un subcomédulo de zécalo finito U — M;/M;_1
tal que Ext}(X,U) # 0. Como M;/M;_; es cosemisimple y U tiene zécalo finito, entonces U
es una suma finita de comdédulos simples a derecha. También por induccién, es facil probar
que debe existir un comédulo simple S tal que Ext} (X, S) # 0.0

COROLARIO 6.1.7. Sea C una codlgebra semiperfecta a izquierda. Entonces cada f-
proyectivo X € ./\/l(f es proyectivo.

Demostracion:

Supongamos que X no es proyectivo. Entonces, por la Proposicion 6.1.4, hay un comédulo
M con zécalo finito tal que Ext!(X, M) # 0. Como C es semiperfecta a izquierda, M es de
dimensién finita (su envolvente inyectiva es ®gFE(S), donde los comédulos S estdn en el
zécalo de M, que es de dimensién finita), con lo que llegamos a un absurdo.[J
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6.1.2. Resultado principal.

TEOREMA 6.1.8. Una codlgebra C' es qcF' a izquierda si y solamente si C' es semiperfecta
a izquierda y ¢ dim(C') = 0.

Demostracion:

(=) Supongamos que C' es qcF' a izquierda. Es sabido que las codlgebras gcF a izquierda
son también semiperfectas a izquierda (ver [DNRa|, Chapter 3, Corollary 3.3.6). Para pro-
bar que ¢ dim(C') = 0, primero notemos que como C' es cgF a izquierda cada C-comédulo
inyectivo a derecha es proyectivo, por lo que el morfismo de grupos Q! : K(C) — K(C) es
inyectivo. De hecho la envolvente inyectiva de todo C-comdédulo de dimensién finita a derecha
que no es inyectivo, es un cubrimiento proyectivo de Q~(M). Por lo tanto QoQ~! = idg (),
lo que implica que Q! preserva los rangos de los grupos y como consecuencia (M) = 0
para todo C-comdédulo a derecha de dimensién finita M.

(<) Supongamos ahora que C' es semiperfecta izquierda y que (M) = 0 para todo
(C-comodulo a derecha de dimensién finita M. Probaremos que cada C-comddulo inyectivo
a derecha es proyectivo. Notemos primero, que es suficiente probarlo para envolventes inyec-
tivas de comoédulos simples.

Sea E la envolvente inyectiva de un C-comédulo simple S. Supongamos que E no es
proyectivo y consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

o1 0 X U E 0,
P 0— E(X) E' E 0

donde
= 0] es una sucesion exacta corta que no escinde (existe pues E no es proyectivo), con

e X de dimensién finita (ver Corolario 6.1.7),

e U indescomponible (notar que U es de dimensién finita, pues X y E son de
dimension finita, y como top(FE) es simple, por el Lema 6.1.1 podemos considerar
que U es indescomponible por el Lema 6.1.2).

» (E(X),t) es la envolvente inyectiva de X y o2 = t.07 es el pushout.

Notemos que E’ es inyectivo, ya que E(X) y F lo son, y que X no es inyectivo, pues
o1 # 0. Ademas, si consideramos el siguiente diagrama conmutativo:
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0 0
oy : 0 X U E 0
L
o2 : 0 BE(X) E E 0
Q-1(X) QO WU)D E”
0 0

tenemos por el Lema de la Serpiente que Q7 1(X) = Q1 (U)@P E". Luego [Q71(X)] =
QN UYPE" = [QHU)] + [E"] = [Q71(U)]. Como E # 0, entonces ningtin sumando
directo de X es isomorfo a U. Por lo tanto tkQ (X @ U) < k(X @ U) — 1 y entonces
godim(/\/l?) > 1, lo que es absurdo y se tiene que E es un C-comoddulo proyectivo.l

6.2. Algunas Aplicaciones.

La caracterizacion de las coalgebras qcF' dada por el Teorema 6.1.8 nos permite probar
algunos resultados conocidos, usando las herramientas dadas por la funcién de Igusa-Todorov.

PROPOSICION 6.2.1. Si C es una codlgebra qcF a izquierda, entonces:
1. Todo C-comddulo a derecha inyectivo indescomponible tiene top simple.
2. Todo C-comddulo a derecha proyectivo indescomponible tiene zdcalo simple.

Demostracion:

1. Es una consecuencia directa del Lema 6.1.1, luego aplicar Teorema 6.1.8.

2. Es sabido que cada C-comodulo a izquierda proyectivo indescomponible P es de dimen-
sién finita (ver [GN]) y que P* es un C-comddulo a derecha inyectivo indescomponible
(ver por ejemplo [DNRaJ, Chapter 2). Ahora notemos que T'op(P*) = (SocP)" y como
Top(P*) es simple y entonces de dimensién finita, Soc(P) es también simple.

PROPOSICION 6.2.2. Sea C una codlgebra qcF a izquierda. Sea S, un conjunto de
representantes de las clases de ismorfismo de los C'-comaodulos simples a derecha. La funcion

vp: Sy = S, v (S) =Top(E(S))
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estd bien definida y es inyectiva.
Demostracion:

Por el Teorema 6.1.8, sabemos que C' es semiperfecta a izquierda y que ¢ dim(C') = 0. Por
el Lema 6.1.1 podemos definir v,.. Ahora probaremos que v, es inyectiva. Supongamos que no
lo es. Entonces, hay dos C-comédulos simples no isomorfos Sy y So tales que 77 = Top(E(S1))
y Ty = Top(E(S2)) son isomorfos. Asi que tenemos las siguientes sucesiones exactas:

o1 : 0—J——=FE(S])—T1——0,

oy 0——=Jo——=FE(Sy) —=Tp —=0

con soc(Jy) = S1 y soc(Jz) = Sy. Ahora, J; and Jo son indescomponibles que no son inyec-
tivos, pues tienen zécalo simple y o1, o2 son no nulos.

Como T1 = Ty y ¢dim(C) = 0, tenemos que J; = Jo y por lo tanto sus zdcalos son
isomorfos: S; = 59, contradiccion que nos lleva al resultado.[]

La funcién v, se origina en el contexto de categorias de médulos con una cantidad finita
de médulos simples no isomorfos, donde es biyectiva, y es llamada la permutacién de Nakaya-
ma (ver [Kh]).

Notemos que cada codlgebra cosemisimple C verifica ¢ dim( “M;) = cpdim(/\/l?) =0
donde cada comddulo (a izquierda o derecha) es inyectivo. La siguiente proposicién es para
el caso de que la coalgebra no sea cosemisimple.

PROPOSICION 6.2.3. Sea C' una codlgebra qcF' a izquierda. Si C' es indescomponible y
no es simple, entonces no hay C-comddulos simples inyectivos.

Demostraciéon:
Sea S un C-comdédulo a derecha simple inyectivo. Como C no es simple, hay algin
C-comédulo simple a derecha T" 2 S con Eazté(S, T) # 0, en caso contrario tendriamos

C = E(S) = S (ver [Ch], Section 3.3).

Sea o una sucesion exacta corta que no se escinde de 7" a S y consideremos el siguiente
diagrama conmutativo:

o 0 T M
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Como ¢ no es nula, tenemos que f es no nula y entonces inyectiva, ya que S es simple.
Ademds, como E(T) tiene top simple por la Proposicién 6.2.1, tenemos que X es indescom-
ponible. Por lo tanto, S = X, ya que S es inyectivo. Concluimos que la dimensién inyectiva
de T es 1, contradiciendo el hecho de que ¢ dim(C') = 0.0

COROLARIO 6.2.4. 5i C es una codlgebra qcF a izquierda y a derecha, entonces v, es
biyectiva.

Demostracién:
Como C' es qcF' a izquierda y a derecha, tenemos que v, : S, — S, y v : S — S; son
inyectivas. Ahora definimos:

tr 2 Sy — Sy, NT(S) = SOC(P(S))7

donde P(S) es el cubrimiento proyectivo de S. Notemos que como C' es semiperfecta a derecha
/\/qu tiene suficientes proyectivos.

Por el siguiente diagrama

0 — Soc(P(S)) — E(Soc(P(S))) — Coker(t) —=0

| | l

Ker(m) P(S) u S 0

0

es claro que v, y p, son inversas.[J

Es sabido que una codlgebra es gcF' a izquierda (derecha) si y solamente si es semiper-
fecta a izquierda (derecha) y la codlgebra genera a la categoria de los comédulos a derecha
(izquierda) (ver [NTV], Theorem 3.1). A partir del Teorema 6.1.8, este resultado se puede
reescribir de la siguiente forma:

COROLARIO 6.2.5. Sea C una codlgebra semiperfecta a izquierda. La codlgebra C' genera
a la categoria de los C-comddulos a derecha si y solamente si o dim(C') = 0.



Capitulo 7

Extensiones de escalares

En este capitulo veremos qué resulta de las dimensiones homoldgicas que venimos tratan-
do en este trabajo, cuando se hacen extensiones por escalares por ciertas algebras especiales.
A denotard a una k-algebra de dimensién finita y () siempre serd un carcaj finito sin ciclos
orientados.

7.1. Extensiones de escalares

DEFINICION 7.1.1. Dados A una k-dlgebra de dimension finita y QQ un carcaj finito sin
ciclos orientados, definimos la categoria de AQ-representaciones (Repa(Q)) de la siguiente
forma:

» Los objetos de Repa(Q) son funtores X : Q — ModA, donde para cada v € Qo X (v)
es un A-mddulo y para cada flecha o : v1 — ve, X (a) : X(v1) = X(v2) es un morfismo
de A-mddulos.

» Los morfismos n entre dos representaciones X eY de Repa(Q) son transformaciones
naturales. O sea para cada v € Qo tenemos 1, : X (v) — Y (v) morfismo de A-mddulos
tales que para cada flecha o : v — vy se cumple que Y (cx) o ny, = My, 0 X ().

NOTACION 7.1.2. Denotaremos con AQ al dlgebra de caminos de carcaj (Q con coefi-
cientes sobre A, A Qi kQ.

OBSERVACION 7.1.3. Tenemos una equivalencia de categorias entre la categoria Rep(Q)
y los mddulos del dlgebra de caminos AQ de carcaj Q) sobre el dlgebra A.

NOTACION 7.1.4. Dados una k-dlgebra A de dimension finita y un carcaj @, si con-
sideramos un A-mddulo M y un vértice v de Q, denotaremos con MY al AQ-mdodulo tal
que:

s MP(v) =M, M*(w)=0siw#uvy

103
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» M"(a) =0 para toda flecha de Q1.

NOTACION 7.1.5. Dada una k-dlgebra A de dimension finita y un carcaj Q, si conside-
ramos un morfismo inyectivo de A-mdédulos i : M — P con P un A-mddulo proyectivo y un
vértice v de () denotaremos con M PV al AQ-mddulo tal que:

M, STwW = v;
» MP’(w) =< @®\P\, donde P\ =P y X varia en la familia de los caminos entre v y w;
0, st mo hay ningun camino entre v y w.
i, la inclusion de M C P, C @®)Py si a comienza en v;
s MP"(@) =% fa, Sta:wy—wy conwy #vy conPlu,wy) # 0
0, en otro caso.

siendo fo = 3 \cp(vuw) MP?(w)3 Py BpacC M P"(ws).

NOTACION 7.1.6. Denotaremos con:

s PY si P es un A-mddulo proyectivo, al AQ mddulo:

P, Stw="v;
o P'(w) =4 @®\P\, donde P\ =P y X varia en la familia de los caminos entre v y w;
0, en otro caso.

. P(0) = fa, st a:w; — wy con Plu,wy) # 0;
10, en otro caso.

siendo fo = 3 \ep(vuw) PY(w)3 Py 1—P>Pa>\ C P’ (wo).

m [V Si I es un A-mdédulo inyectivo al AQ mddulo:

1, St w =v;
o [V(w) =1 @I\, donde Iy =1 y X varia en la familia de los caminos entre w y v;
0, en otro caso.

. I'(a) = fa, st a:w — wy con Plwy,v) # 0;
10, en otro caso.

‘ 1
siendo fo = 3 \ep(ws,v) I°(w1) 3 Ing =1 C I (w3).
En [EE] se encuentra el siguiente teorema en una versién mas general:

TEOREMA 7.1.7. Sean Q un quiver finito sin ciclos y A una k-dlgebra de dimension
finita. Una representacion de AQ P es proyectiva si y solamente si se satisfacen las siguientes

condiciones:

1. Para cada v € V, el mddulo P(v) es proyectivo.
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2. Para cada vértice v € V, el morfismo ©yq)=P(s(a)) = P(v) (donde la coordenada
P(s(a)) = P(v) es P(a)) es un monomorfismo que escinde.

La versiéon dual al teorema anterior es:

TEOREMA 7.1.8. Sean Q quiver finito sin ciclos y A una k-dlgebra de dimension finita.
Una representacion sobre AQ I es inyectiva, si y solamente si se satisfacen las siguientes
condiciones:

1. Para cada v € V, el mddulo I(v) es inyectivo.

2. Para cada vértice v € V, el morfismo I(v) — @4a)=o!(t(a)) (donde la coordenada
I(v) = I(t(a)) es I()) es un epimorfismo que escinde.

OBSERVACION 7.1.9. 4 partir del Teorema 7.1.7 se puede demostrar que los proyectivos
e inyectivos indescomponibles de AQ son todos de la forma PY e IV respectivamente donde
P es un A-mddulo proyectivo indescomponible, I es un A-mddulo inyectivo indescomponible

yvE Q-
PROPOSICION 7.1.10. Sea A una k-dlgebra y Q un carcaj finito y sin ciclos. Sean M
un A-mddulo y v un vértice de QQgy, entonces tenemos los siguientes resultados:

1. Siv es un pozo entonces QﬁQ(M”) = (Qk(M))v.

2. Si v no es un pozo entonces QZQ(M“) = (Q&(M)Py_1)", siendo la siguiente una
resolucion proyectiva de M :

P Py M 0

Demostracion:

1. Es claro.

2. Consideremos (249 M)Pj, que segin la Definicién 7.1.5 es de la forma:

QaM, siw=uv;
(QagM)FP§(w) = ¢ @xP\, donde Py = Py y A varfa en la familia de los caminos entre v y w;
0, si no hay ningtin camino entre v y w.

Sea « una flecha que comienza en el vértice v. El siguiente diagrama conmutativo
representa localmente la sizigia de MV en dicha flecha a:

0—=Q(M) =P, M 0.

b

0 Py—> P, 0 0
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Ahora si a es una flecha que no comienza en v, pero es parte de un camino que
comienza en v, es claro que el siguiente es un diagrama conmutativo con filas exactas
(isomorfismos):

0 P, P, 0 0
R
0 Py —= Py 0 0

de lo que resulta que Qa9(M") = (QaM)Fy.

Volvamos al caso en que « es una flecha que comienza en v. Supongamos ahora por
hipétesis inductiva que QF(M?) = (Q¥(M)P,_;)". De esto obtenemos el siguiente di-
agrama conmutativo con filas exactas, el cual representa localmente al AQ-mddulo
QZQ(M“) en dicha flecha a:

Jr

(x)  0—QF(a) 2 Py QFM —0
lz;c J/Jk J{’;c1
i’ (#_10fw,1)
0 P, b P

donde jj, es de la forma (1p,,0). Asi deducimos que el siguiente diagrama es conmuta-
tivo

Qk—i-l(M) 41> Qk+1(M)

hi

Py Py

donde hy, es la primera coordenada del mapa j;. Como la segunda coordenada del epi-
morfismo de la segunda fila del diagrama (x) es la identidad entonces esto implica que
hi sea un monomorfismo y por lo tanto las filas del diagrama anterior son isomorfismos.

Si suponemos ahora que « es una flecha que no comienza en v, pero es parte de un
camino que sale de v tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

(% Of,)
OHPkJPk@Pkkll : Py 0

P,k l
j/ ('Lk 1°fk7

0—= P, —=P,® P P 0
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que son los bloques que componen la representacién local de la sizigia a cada nivel, y
obtenemos lo esperado. [J

OBSERVACION 7.1.11. Dado los A-médulos M, N, P y P' donde P y P’ son proyectivos
y los mapasi: M — P yi' : N — P’ son inclusiones, entonces M P = NP si y solamente
st existe el siguiente diagrama conmutativo:

IR

M-——>N
i,
pP—>p

PROPOSICION 7.1.12. Sea A una k-dlgebra y Q un carcaj finito y sin ciclos. Sean M
un A-mddulo y v un vértice de QQgy, entonces tenemos los siguientes resultados:

1. Siv es un pozo ¢(MV) = ¢(M).
2. Siv no es un pozo ¢(M?) = ¢(M) + 1.

Demostracion:

1. Es claro por la forma de las sizigias vista en la primera parte de la Proposicién 7.1.10.

2. Sea M un A-médulo tal que ¢(M) =k y M = e IMili es la descomposicion en indes-
componibles de M.

Sea Y., a;QF([M;]) = 0 tal que >, ., Q¥ 1([M;]) # 0. Si probamos que lo anterior
implica que >_;c; a;QFTH([MY;]) = 0y que 3.7 s QF([MY5]) # 0 de esto se tiene que
(M") = ¢(M) + 1.

Afirmacién: Si tenemos que Yo, ;i ([M;]) = 0y >, Q8 H([M;]) # 0 entonces
Sier i ([M i) = 0y Fieq 0iH([MYi]) #0.

Si suponemos que > a;QF([M;]) = 0, esto implica que existen proyectivos Py y P»
tales que @ielek(Mi)Bi e P = @ieka(Mi)ﬁi @ P>, donde la unién I = I U Iy es
disjunta, los coeficientes 3; = |a;| para todo i € I. Entonces surge el siguiente diagrama
conmutativo con filas exactas y columnas que son isomorfismos:

0 ——= @ier, BT (M;)P @ P| —— P —— @i, W (M;)P & PL —>0

S

0 — B, Y (M;)P @ Py —— P/ —— @ic, Q¥ (M;)% & P, —0
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Usando la Observacion 7.1.11 dado el cuadrado conmutativo de la izquierda del dia-
grama anterior, tenemos que (®;cr, Q¥TH (M) @ P) PP =2 (@ier, W (M;)P @ Py PY.
Por otro lado tenemos las siguientes igualdades:

o [(®ien QT (M) & PPY] = Yiep, Bil (2 (Mi)(PL))]
" [(®ien, (M) & PY)PY] = 3y, Bil (7T (M) (P)")]

por lo tanto > o Q¥1([MV,]) = 0.

Si ahora suponemos que > a;Q*([M?;]) = 0, esto implica que, por la Observacién
7.1.11, tenemos el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas y columnas que
son isomorfismos:

00— @i, (M) © Py “— P —— @, U1 (M,)P @ P] —0

-

0 — Bic, X (M;)% @ Py —— P! —— @i, @1 (M;)P @ Py —0

de donde tendrfamos la relacién > a;Q¥~1([M;]) = 0, lo que es absurdo. Finalmente
deducimos la tesis. [

Como consecuencia de los resultados antes vistos tenemos el siguiente teorema:

TEOREMA 7.1.13. Sea A una k-dlgebra y Q) un carcaj sin ciclos, entonces

¢odim AQ > ¢dim A + 1

Demostracion:

Se deduce de la Proposicién 7.1.12. [J

7.2. Algebras Gorenstein

En esta seccién veremos que para las algebras Gorenstein, la desigualdad vista en el
Teorema 7.1.13 se transforma en una igualdad. Para comenzar veremos el siguiente lema
técnico.

LEMA 7.2.1. Sea A una k-dlgebra y QQ un carcaj finito y sin ciclos. Si v es un vértice de
Qo, tenemos los siguientes resultados:

1. St v es una fuente entonces diag(P’) = diaP.

2. Siv no es una fuente entonces diag(PV) = digaP + 1.
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3. Siv es un pozo entonces dpag(I¥) = dpal.

4. Siv es un pozo entonces dpag(I¥) = dpal + 1.

Demostracion:

Las afirmaciones se deducen haciendo cuentas similares a las vistas en las Proposiciones
7.1.10y 7.1.12. O

Como consecuencia del dltimo corolario se deducen los siguientes resultados:

COROLARIO 7.2.2. 5i A es una k-dlgebra y Q un carcaj finito con al menos dos vértices
y sin ciclos, entonces si A es n-Gorenstein entonces AQ es n + 1-Gorenstein.

COROLARIO 7.2.3. Sea A una k-dlgebra y QQ un carcaj finito con al menos dos vértices
y sin ciclos, entonces si dig(A) < oo,

¢ dim AQ = digaAQ + 1.

Demostracion:

Por el Corolario 7.2.1 tenemos que digaQAQ = digs A+1 < oo. Ahora usando la Proposicién
5.0.29 tenemos que ¢ dim AQ = disAQ + 1. O

EJEMPLO 7.2.4. Consideremos la k-dlgebra @, donde el carcaj es de la forma:

a1 B1
o= Cimg”
51l léQ

i/ l) 9/
L0

y el ideal I = <a?, BZ-Q, vic; — Bividay1 — Y201 con i = 1,2). Utilizando las herramientas dadas
en [L] se prueba que el dlgebra g es de la forma AQ', siendo A = H‘I—lf donde T tiene la forma

que mostramos a continuacion:

a B

o QL
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el ideal I' = (a2, B2, va — B7), y ademds el carcaj Q' es de la forma:

Q=1i—=2
Por lo visto en el Ejemplo 5.0.35 tenemos que A es 1-Gorenstein, por lo tanto

¢dim($) =2.



Capitulo 8

Apéndice

8.1. Algebras de Nakayama

En esta subsecciéon veremos que las algebras de radical cuadrado nulo son algebras de
Nakayama si y solamente si son autoinyectivas.

NOTACION 8.1.1. Denotaremos M = {Mg : Q(Ms) = S con S € Sp}.

DEFINICION 8.1.2. Decimos que un dlgebra A es un dlgebra de Nakayama si cada
modulo proyectivo indescomponible y cada modulo inyectivo indescomponible es uniserial
(tienen una unica serie de composicion).

OBSERVACION 8.1.3. Las dlgebras autoinyectivas con radical cuadrado nulo son de he-
cho dlgebras de Nakayama con radical cuadrado nulo.

Demostracion:

(=) Si A es autoinyectiva, P; el proyectivo indescomponible asociado al vértice 7, es tam-
bién el I; el inyectivo indescomponible asociado al vértice j. Como el dlgebra es de radical
cuadrado nulo sabemos que los proyectivos indescomponibles tienen longitud de Loewy 2,
por lo tanto la dimensién de los P; es exactamente 2 tienen el top y el zécalo simples y como
consecuencia tienen una unica serie de composicién, o sea el dlgebra es de Nakayama.

(<) Si A es un élgebra de Nakayama, sabemos que para cada proyectivo indescomponible
y cada inyectivo indescomponible tenemos una unica serie de composicion. Ahora como
ademas el dlgebra es de radical cuadrado nulo, dichos moédulos tienen longitudes de Loewy 2,
dimension exactamente 2, y ademas zdcalo y top simples. Por lo tanto cada médulo proyectivo
es inyectivo, o sea el dlgebra es autoinyectiva.[]

COROLARIO 8.1.4. Si S = Sp y Mg es simple para todo S € Sp entonces A es de
nakayama (y en particular es autoinyectiva,).

111
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Demostracion:

Dada la siguiente sucesion exacta corta:

tenemos que (P, ) = dimg Py, = 2, por lo tanto podemos ver que Py tiene TopPy, = Mg
y SocPys = S. Por lo tanto cada Ppsg es uniserial.

La restriccion Q|{MS}S€$D : {Ms}ses, — {S}ses, resulta sobreyectiva y en conse-
cuencia biyectiva. De esto resulta que los P, constituyen todos los mddulos proyectivos
indescomponibles. Analogamente podemos probar que los inyectivos indescomponibles son
también uniseriales, de lo que se deduce que A es un dlgebra autoinyectiva. [

8.2. Algebras Gentiles

Esta seccion estd basada en el articulo [GR]. Aqui daremos una prueba que muestra que
las algebras Gentiles son Gorenstein.

DEFINICION 8.2.1. Decimos que una k-dlgebra es Biserial Especial si es morita equi-
valente a un dlgebra ¥ donde I es un ideal admisible que cumple las siguientes condiciones:

s En cada vértice empiezan a lo sumo dos flechas.
= En cada vértice terminan a lo sumo dos flechas.
= Para cada flecha 8 € Q1 hay a lo sumo una flecha v € Q1 tal que By no estd en I.

= Para cada flecha 8 € Q1 hay a lo sumo una flecha o € Q1 tal que af no estd en I.

DEFINICION 8.2.2. Dada A una k-dlgebra, decimos que es un Algebra Gentil si es
Biserial Especial y las siguientes condiciones se satisfacen:

» [ estd generado por caminos de longitud 2.
» Para cada flecha 8 € Q1 hay a lo sumo una flecha v € Q1 tal que B estd en I.

s Para cada flecha B € Q1 hay a lo sumo una flecha o/ € Qq tal que o/ estd en I.

OBSERVACION 8.2.3. Si el dlgebra A es Gentil entonces A°P también lo es.
El siguiente lema nos permite reconocer a las algebras Gentiles:

LEMA 8.2.4. Sea A = g, donde I estd generado por caminos de longitud 2. Entonces son
equivalentes:
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1. A es un dlgebra Gentil.

2. Ezisten dos funciones o,7 : Q1 — {—1,1} con las siguientes propiedades:

v Sis(a) =s(8) yola)=0(B) entonces a = 3.

» Sit(a) =t(B) y 7(a) = 7(B) entonces o = f.
» Sit(a) = s(B), entonces T(a)) = o(B) si y solamente si fa € I.
Demostracion:

(1 = 2) Consideremos v € @Qp. Como a lo sumo dos flechas comienzan en v, podemos
definir (f81) = 1 a una de éstas y o(52) = —1 si hubiera otra. Ahora podemos definir 7
para las flechas que terminan en v. Si no hubiera flechas que comienzan en v definimos 7 de
manera similar a ¢, en el caso contrario supongamos que 3 es una flecha que comienza en v.
Definimos entonces:

r(a) = { o(B), sipael

—o(fB), en el caso contrario.

para cada flecha a que termina en v. Claramente de esta forma se verifican las tres propiedades
pedidas para las funciones o y 7.

(2 = 1) Por las primeras dos condiciones de las funciones o y 7 es claro que el carcaj
puede tener a lo sumo dos flechas que comienzan y dos flechas que terminan en cada vértice.
Dada 8 € @1 si hubiera dos flechas a1 y o tales que Sag € I'y Bas € I se tendria, por la
tercera condicién para las funciones o y 7, que 7(a1) = 7(a2) usando la segunda condicién
se llega a un absurdo. Las otras condiciones a verificar son andlogas. [

OBSERVACION 8.2.5. Dada un dlgebra Gentil A con carcaj @@, donde tenemos definidas
las funciones s, t, T y o podemos definir en Q°P las funciones s', t', 7/, o’ de la siguiente
forma:

1. §'(a’?) = t(a)
2. t'(a%) = s(a)
3. o (a?) = 7(a)
4 (0) = o(a)
DEFINICION 8.2.6. Definimos Q;' = {a7! tales que a € Q1}

OBSERVACION 8.2.7. Podemos extender las funciones s, t, T y o de la siguiente manera:

» s(a™!) =t(a)
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DEFINICION 8.2.8. Un paseo de longitud n en @ es una sucesion W = wy---wy de
elementos de Q1 U Q" con t(w;) = s(wiy1) donde 1 <i < n.

DEFINICION 8.2.9. Un PAseo 10 = wy - - - w1 decimos que es:
= Dirigido si w; € Q1 para todo 1 < i < n.
s Inverso si w{l € Q1 para todo 1 < i < n.

OBSERVACION 8.2.10. Podemos extender las funciones s, o, t, T al conjunto de los
paseos de la siguiente forma: Dado o = wy, - - - w1 un paseo, definimos:

» s(w) = s(wy)
= t(w) = t(wn)
» o(w) =o(w)
= () = 7(wn)

DEFINICION 8.2.11. Una palabra es un paseo w = wy, ---w; donde 7(w;) = —o(wit1)
parai=1...n—1. Dado el vértice v definimos la palabra trivial (1,) y su inversa formal
(1;Y) de forma que: s(15) = v =t(15) y o(15) = € = —7(1¢) para e € {—1,1}.

Se asume que tanto 1, como 1,1 tienen longitud 0.

OBSERVACION 8.2.12. Si v y w son dos palabras con t(v) = s(w) y 7(v) = —o(w)
entonces la concatenacion wv es también una palabra. En el caso que 150 (vlS) sea una
palabra denotamos 150 = v (vl§ = v).

NOTACION 8.2.13. Dados (v,€) € Qg x {—1,1}, denotaremos con:
w i(15) a la dnica palabra dirigida v de longitud mazimal, tal que to = 1.
» p(15) a la dnica palabra dirigida v de longitud mazimal, tal que v = 1v.
. i, = i(1,) ().
= po=p(L)p(L) "

DEFINICION 8.2.14. Dada una palabra 1o = w, - - - w1, definimos M (w) € mod@ de la
stguiente forma:
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k, siv=t(w;) ov=s(wy);
0, en otro caso.

1k St o= w;
M(w), = ’
" M(w)a { 0, en otro caso.

OBSERVACION 8.2.15. Los mddulos asociados a las palabras Py Y 1y son los siguientes:

1. M(py) = P, es el proyectivo indescomponible asociado al vértice v.

2. M(iy) = I, es el inyectivo indescomponible asociado al vértice v.

DEFINICION 8.2.16. Decimos que B € Q1 es una flecha gentil si no hay paseos dirigidos
de la forma Pa tales que T(a) = ().

DEFINICION 8.2.17. Decimos que un paseo dirigido o = wy, - - - wy es critico si T(w;) =
o(wit1) para todo 1 < i < n.

OBSERVACION 8.2.18. Para todo paseo critico o = w, - - - wy existen a lo sumo:

» una flecha wy tal que wy, - - - wiwy es un paseo critico y

= una flecha wy41 tal que wy 1wy, -+ - w1 €s un paseo critico.

LEMA 8.2.19. Para un dlgebra Gentil A = ¥ existe una cota n(A) < |Q1| para la longitud
mazima de los paseos criticos que comienzan en una flecha gentil.

Demostracion:

Supongamos que wy+1 - - - w1 es critico con wi una flecha gentil, w1, . .., w, diferentes dos
a dos y existe 1 < 75 < n tal que w;, = wp4+1 para i < n. Como w; es gentil se tiene que
10 # 1, por lo tanto tenemos que w;w;,—1 € I y w;,wy, € I lo que es absurdo. [J

PROPOSICION 8.2.20. Si A es un dalgebra Gentil con n(A) la longitud mdzima de los
paseos criticos que empiezan en una flecha gentil, entonces n(A°?) = n(A).

Demostracion:

Supongamos que n(A) = n y consideremos wy, ---w; un paseo critico que empieza en
una flecha gentil con longitud méxima. Claramente considerando en el dlgebra A° al paseo
Wy« - - W1, tenemos que es critico.

Si suponemos wi que no es gentil en A°?, quiere decir que hay un camino dirigido wi«
en Q tal que 7(a) = o(w). Esto implica que en el dlgebra A hay un camino aPw;° tal
que o(a?) = 7(w1°P), lo que es absurdo pues w,, - --wj es un paseo critico que empieza en
una flecha gentil con longitud méaxima. [J
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NOTACION 8.2.21. Para una palabra v consideramos los conjuntos:

1

» R(w) ={a € Q tales que wa™" es una palabra}.

» L(to) = {B € Q1 tales que fw es una palabra}
OBSERVACION 8.2.22. Los conjuntos R(w) y L(w) tienen a lo sumo un elemento.

LEMA 8.2.23. Para un dlgebra Gentil A = @ las flechas en L(i,) U R(i,) son gentiles.
Demostracién:

Supongamos que R(i,) = {#}. Si 5 no fuera gentil existiria una flecha a con t(a) = s(f)
y 7(a) = o(B). Como i(1,1)3~! es una palabra, entonces i(1, })a serfa una palabra dirigida,
lo que es absurdo. [

NOTACION 8.2.24. Para una flecha o = 1a denotamos con p(a) a la tinica palabra
dirigida maximal con p(1S) = ap(a).

La siguiente proposicién calcula las sizigias de moédulos inyectivos, lo que nos permi-
tird ver que estas dlgebras son dlgebras de Gorensten.
PROPOSICION 8.2.25. Sea A = g un dlgebra Gentil.

1. Sea M(i,) un A-mddulo inyectivo indescomponible, entonces:

QY (M(iv)) = P @ (Pacr(i,)urG,) M (p(a)))
donde P =0 si M(iy) es uniserial y P = M (py).

2. Siwy---wy es un paseo critico mazrimal que comienza en una flecha gentil wy, entonces
QY (M (p(wj)) = M(p(wjs1)) para 1 < j <ny M(p(w,)) es proyectivo.

TEOREMA 8.2.26. Sea A = @ un dlgebra Gentil con n(A) la longitud mdzima de paseos
criticos que empiezan en una flecha gentil, entonces dia(A) = n(A) = dpaD(A) sin(A) >0
ydigA=dpaD(A) <1 sin(A)=0. En particular A es (n(A))-Gorenstein.

Demostracion:

Por la Proposicién 8.2.25 tenemos que dpD(A) < n(A) + g p(a)-

Supongamos que 7(A) = n > 0y que wy,---w; es un camino critico con w; gentil de
longitud méxima. Si existe alguna flecha g tal que § # w; con s(8) = s(wi) se ve que

dpM (isg)) > n ya que Q(M;q(gy)) = M(p(w1)) © M(p(a)) para otra flecha gentil a. Como
claramente dpM (p(w1)) = n—1 se obtiene lo esperado. En el caso de que no exista otra flecha
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ademds de wy que empiece en s(wy), tenemos que Q(M (ig(q,))) = M(p(w1)) © M(p(a)) y se
concluye lo mismo.

Como A es gentil también con n(A%) = n(A) se tiene que diAd = n(A).00
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